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1 Décrassage: suites numériques.

Exercice 1.1

Soient deux suites (@, )nen €t (by)nen de [0, 1] telles que le produit a,b,, converge vers 1. Montrer
que chacune des suites converge vers 1. Indication : on pourra raisonner en termes de sous-suites ou
trouver un argument trés élémentaire (niveau premiére).

Exercice 1.2

1) Soit # € R. Montrer que la suite <em9> converge si et seulement si 0 = 0[27].
neN

2) Soit @ € R*. On veut montrer que la suite (un)n>1 diverge ou u, = ni® = @),

On suppose le contraire.

a) De quelle forme est nécessairement « en considérant la sous-suite (Ugm)meN ?
b) Méme question avec la sous-suite (u3m) .

meN
c¢) Conclure.

Exercice 1.3

Théoréme de Cesaro.
Soit (ay)nen une suite de complexes. On lui associe la suite suivante définie pour tout n € N

par

1 n
Yn = Zak-
n+1 =

1) On suppose que (a,)ney est convergente vers £. Montrer que (7, )nen converge aussi vers /.
2) Donner un exemple ot la suite (a,)neny diverge et la suite (7, )nen converge.

3) On suppose que (a,)nen diverge vers +00. Montrer que (7, )nen diverge aussi vers +oo.

4) On suppose que la suite (a,)en est croissante.

Montrer que la suite (a,)qen converge si et seulement si la suite (7, )nen converge.

5) (généralisation: Cesaro a poids)

Soit (@ )neny une suite de réels strictement positifs. A toute suite (a,)neny de complexes, on

associe .
~ Zkzo Qay

Ay = ——7 .
" D i

Montrer I’équivalence entre les deux assertions suivantes :

o0
(i) La série 2 ay, diverge.
k=0
(ii) Pour toute (a,)nen convergente vers a, la suite (G, )qen associée converge aussi vers a.

Exercice 1.4
. o . . , Zn + |20
Soit zg € C. On définit la suite (z,)neny par la relation de récurrence:  z,,1 = —
1) On suppose que zp € R: que se passe-t-il ?
2) Dans la suite zy ¢ R et on écrit 25 = pge™® ot pg > 0 et Gy €] — 7, 0[U]0, 7[.

(i) Expliciter les relations de récurrence pour les module et argument de z,.

(ii) Conclure sur la convergence et déterminer la limite de (2, )nen.
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Exercice 1.5

Soit (z,,)nen une suite bornée de réels.
1) Montrer que les suites (S, )nen €t (i, )nen suivantes sont bien définies :

Sp = SUp Ty i, = inf x.

2) Montrer que ces deux suites sont convergentes. On note lim x,, la limite de (s, )uey et lim z,
la limite de (i,,)nen-

3) Montrer que lim z,, est la plus grande valeur d’adhérence de (z,)nen €t que lim x,, est la plus
petite valeur d’adhérence de (z,)nen-

4) Etablir le théoréme de Bolzano-Weierstrass pour les suites réelles.

5) Montrer que (x,),en converge si et seulement si lim z, = lim z,,.

Exercice 1.6
1) Soient a < b deux réels.
On veut montrer qu’il existe k € Z et n € N tels que In(n) + 2kx € [a, b].
a) Justifier qu’il existe un entier ng = 1 tel que:  Vn = ng, In(n + 1) —In(n) < b — a.
b) Conclure en choisissant k € Z tel que In (no) + 2km < a.
2) Pour n e N, n > 1, on pose : u, = sin(In(n)).
(i) Montrer que cette suite est dense dans [—1, 1].

(ii) Est-ce que cette suite converge ?

Exercice 1.7

Sous-groupes additifs de R. On étudie les sous-groupes de (R, +). Soit H un sous-groupe
additif de R non réduit a 0, c’est a dire: H contient 0 (mais pas seulement) et pour tous z,y € H,
on a encore x —y € H.

On pose a = inf{z € H| x > 0}. Justifier 'existence de a.

1) On veut montrer que si @« > 0, H = oZ.

i) En utilisant la caractérisation de la borne inférieure, montrer que o € H. En déduire
aZ.c H.

ii) Soit h € H n R*™*. Considérer k = max{n € N|na < h} et montrer que h = ak. Conclure.

2) Montrer que si o = 0, H est dense dans R.

)

3) Soient a,b e R**, montrer que aZ + bZ est dense dans R ssi % ¢ Q.

4)

5) Soient a,b € R**, montrer que aN + bZ est dense dans R si % ¢ Q et que sin(N) est dense
dans [—1,1].

Montrer que cos(Z) est dense dans [—1,1].
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2 Normes - Convergence de suites dans un E.V.N.

Exercice 2.1

Soit (B, |.|) un (K—)espace vectoriel normé. Justifier que si deux suites (xn)neN et (z},)
convergent vers £ et ¢, alors pour tous A\, \' € K, la suite ()\xn + N x;)

neN

! !
ey converge vers AL+ A0

Exercice 2.2

Montrer que les boules ouvertes et fermées dans un espace vectoriel normé sont convexes.

Exercice 2.3

Justifier que les exemples du cours sont bien des normes.

Exercice 2.4

Soit (£, |.]) un (K—) espace vectoriel normé non trivial (non réduit a {0}. Montrer que pour
tout a € E et tout r = 0, la sphére S(a,r) est non vide.

Exercice 2.5
Soit P un polynome (non nul!). On considére N : C([0,1]) — R™* l'application définie par
N(f) = SElp]lp(t)-f(t)! pour f € C([0,1]).
te[0,1

Justifier que N est une norme sur C([0, 1]).

Exercice 2.6

Justifier les résultats sur le produit dans le cours.

Exercice 2.7

On se place dans M,(C) l'espace des matrices carrées d’ordre d a coefficients complexes.

1) Soient (A,) _. une suite My(C) et A e My(C).

Montrer que (A")n converge vers une matrice A si et seulement si pour tout 4,5 (1 <i,j < d)
le terme (i, 7) de A, converge vers le terme (7, ) de A.

2) Soient (A")neN et (B”)neN deux suites M4(C) convergentes resp. vers A et B dans M4(C).
Montrer que (Aan)n converge vers AB.

Exercice 2.8

Soit A € My(C). On suppose que la suite (A”)n converge vers une matrice P. Montrer que P
est une matrice de projection.

Exercice 2.9

Soit A € My(C), antisymétrique. On suppose que la suite (A”)n converge vers une matrice L.
Que peut-on dire de L?
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Exercice 2.10

n
Soit Ae My(C). Onnote A, =1 +A+---+ A" = ZA’“ pour n > 1.
k=0
1) On suppose que la suite (An) converge vers une matrice B. Montrer que I — A est
inversible et que B = (I — A)™!
2) Montrer que la réciproque est fausse: trouver un exemple ol (A")n>1 diverge et [ — A
inversible. Indication: chercher un exemple dans un cadre trés trés simple...

n=1

Exercice 2.11

(a nouveau Cesaro)
Soient (E,|.|) un (K—)espace vectoriel normé et (z,)mey une suite de £. On lui associe la
suite suivante définie pour tout n € N par

1 n
PR
k=0
On suppose que (x,,)nen est convergente vers £ € E. Montrer que (7, )nen converge aussi vers £.

Exercice 2.12

On considére c([0,1) — Rj
— = d
f I = | 1rto

1) Justifier que c¢’est une norme sur C([0, 1]).
2) Calculer | X™|; ou n e N. Est-ce que (X”)nEN converge dans (C([0,1]),].]1) ?
3) Justifier que | - |1 et | - | ne sont pas équivalentes sur C([0, 1]).
4) Est-ce que ce résultat remet en cause le théoréme du cours 7 (lequel d’ailleurs?)
5) On veut montrer que ((n + 1)X”)mEN diverge dans (C([0,1]), ].]1)-

a) On suppose que cette suite converge vers f.

(i) Pour tout a € [0, 1], justifier que

f|f ()| dt — a™*' < J|f (n+ 1)t"| dt

(ii) En déduire que f = 0.
b) Conclure.

Exercice 2.13
Sur E = C'(]0,1]), on consideére ||f| = sup |f'(t)| pour f € E.
te[0,1]
Montrer que ce n’est pas une norme: quelle propriété est mise en défaut 7 Est-ce que toutes
les autres sont respectées ?
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Exercice 2.14

On considére RX] — R¥

d
P — sup |a4 ou P g’écrit P(X) = Z a; X7
0<j<d =
et
R[X] — R*

d d
P — Z |a;] ou P s’écrit P(X) = Z a; X7
j=0 Jj=0

1) Justifier que ce sont des normes sur R[X].
2) Sont-elles équivalentes 7
3) Commenter...

Exercice 2.15

Soit d = 1. On considére
Ry X] — R*

d

P — sup |q ou P gécrit P(X) = Z a; X7
O<j<d j=0

1) Justifier qu’il s’agit d’une norme sur R,[X].

2) Montrer qu’il existe une constante Cy telle que

d
Pour tout polynéme P € Ry[X] s’écrivant P(X) = Z a; X7, ona sup |aj| < Cy sup |P(t)]
oy 0<j<d te[0,1]

Exercice 2.16
1
Soit p > 1. On appelle 7 = {(a,) € CV; Z |a,]? < +o0} et [(an)], = (Z |an|p)p est alors

n=0
défini sur /7.

On veut montrer que ¢F est un E.V.N.
1) Commencer par montrer toutes les propriétés sauf l'inégalité triangulaire.

2) Pour l'inégalité triangulaire pour la norme |.||,: considérons a,b € ¢’ non nuls. En vous

. | - o
inspirant de la preuve faite en cours pour la norme euclidienne, en considérant A\ = —————,
) lally + (o],
a= ﬁa et b = ﬁb, montrer que |.[, vérifie effectivement la propriété de I'inégalité triangulaire.
P p

Exercice 2.17

(Oral E.N.S.cachan MP) Soit A une partie de R", non vide. Comme d’habitude d est la
fonction distance & A: da(z) = (2, A) pour z € R™.

1) Rappeler pourquoi d4 est continue.
Soient A et B deux parties non vides de R".

2) Donner une condition équivalente a d4 = dp.

3) On note p(A, B) = sup{|da(y) — dp(y)| ;y e R"} e R U {+00}.

Montrer que p(A, B) = max { supda(z);supdp(y)}.

reB yeA
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3 Continuité et Convergence.

Exercice 3.1

Montrer qu’une application lipschitzienne est uniformément continue et donc continue.

Exercice 3.2
1) Soit f(z) = zsin(In(z)) pour z > 0 et f(0) =
a) Montrer que f est continue sur R*.
b) Montrer que f est dérivable sur R™* et que cette dérivée est bornée.
c) Est-ce que f est uniformément continue sur R* 7

2) Soit g(x) = xsin(x) pour x € R. Montrer que g n’est pas uniformément continue.

Exercice 3.3

Soit f I'application [0, 1] dans le cercle unité du plan complexe qui a ¢ € [0, 1[ associe e*™.

(i) Montrer que f est une bijection continue.

(ii) f est-elle un homéomorphisme ?

Exercice 3.4

1
Pour f e C([0,1]), on définit les normes | f||c = sup |f(¢)] et |f|1 = J |f(t)|dt. Les applica-
te[0,1] 0

tions linéaires suivantes sont-elles continues 7 On calculera éventuellement leur norme.

o (C([0,1]),[l]e) — R
h —s h(0)

o . (C([o,1]),[.[r) — R
h —> h(0)

© (01, ) — 20([0,1]),\#”@)

hl—)

¢ = (0.1, [h) — ([0, 1)), . ||

h»—><$r—>0

¢ (Co1, ) — R
o [ Fag dt—f h(t)dt

o

Quel est le probléme avec @ : (C([0,1]),].]l) — R
h +— h*0) ?
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Exercice 3.5
Soit ¢ 'application de R dans R définie par o(x) = 1 si x > 0 et o(x) = —1 sinon. Soit f
I'application de R dans R définie par f(x) = o(x)+/|x| pour tout réel z.

Montrer que f est un homéomorphisme vérifiant pour tous z,y € R, |f(z) — f(y)| < 2+/|x — 9|
et |f7Hz) — )| < |z —y|(|z| + |y|). Est-ce que f et f~! sont uniformément continues ?

Exercice 3.6

Soient £/ = K"
1) Justifier que 'application A € M,,(K) — Tr(A) € K est continue (pourquoi n’a t on précisé
aucune norme en jeu ?)

2) Quelle est la nature topologique (ouvert, fermé ?) de 'ensemble des matrices de trace nulle?

Exercice 3.7

Soient £ = K", 8 = {eq,...,e,} la base canonique de K" et §* = {e},...,e*} sa base duale:
on rappelle donc que e} () est la k™ coordonnée de x dans la base 3.

1) Soit A = (a,m) e M, (K). Rappeler comment exprimer a; ; en fonction des éléments
de (5 et B*.

2) Justifier que pour tout 4,j € {1,...,n}, I'application A € M,,(K) — a;; € K est continue
(pourquoi n’a t on précisé aucune norme en jeu ?)

3) Montrer que A € M,,(K) — det(A) € K est continue.

4) Justifier que GL,(K) est un ouvert de M,,(K).

5) En se référant au cours de réduction d’endomorphisme, montrer que G, (K) est dense dans

Indication: on pourra remarquer que "trés souvent” A — M, est inversible.

1<i,j<n

Exercice 3.8

On note ¢y I'espace vectoriel des suites réelles convergentes vers 0, et cyy 1’espace vectoriel des
suites réelles dont les termes sont nuls a partir d’'un certain rang.
1) Justifier que | afs = sup,qy |a,| définit bien une norme sur c.

2) Montrer que cgg est dense dans cp.

Exercice 3.9

Soient (X, |.|) et (Y, ].|') deux espaces vectoriels normés. Soient f et g continues de X dans Y.
(i) Montrer que {z € X| f(x) = g(z)} est fermé dans X.
(ii) Soit A une partie dense de X. Montrer que si f et g coincident sur A alors f = g.

Exercice 3.10
Soit (E,||.]|) un R-espace vectoriel normé et f € E* = L(E,R).
1) On suppose que f est continue. Quelle est la nature topologique de Ker (f) ? (justifier)

2) On suppose que le noyau de f est fermé et que f n’est pas continue. En particulier f n’est
pas identiquement nulle donc il existe ¢ € E tel que f(c) = 1.
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a) Montrer qu'il existe une suite (a,),>1 dans F vérifiant, pour tout n = 1, |a,| = 1 et
flan) = n.
1
b) Pour n > 1, on considére u,, = ¢ — Q-
fan)

(i) Que vaut f (un) ? Est-ce que (un)n>1 converge ? (vers quoi éventuellement)
(ii) Conclure.

Exercice 3.11

Soient D le disque unité fermé de R? (i.e. la boule unité fermée pour la norme euclidienne)
et K le carré unité fermé : K = {(z,y) € R?| max(|z|,|y|) < 1}. Ils sont munis de la topologie
induite par la structure euclidienne de R?. Montrer que D et K sont homéomorphes.

Pour cela, on pourra considérer I'application de D dans K définie par

/22 +y?  ySx? + y? >

max(|z, |y|)” max(|z], |y|)

FO)=0 et floy) = ( pour (z,y) € D\{0}.

Exercice 3.12

Soient (f,,) une suite d’applications uniformément continues de (X, d) dans (Y, §) (deux espaces
métriques), convergeant uniformément vers f sur X. Montrer que f est uniformément continue.

Exercice 3.13
On note ¢y 'espace vectoriel des suites réelles convergentes vers 0.

1) Justifier que | afo = sup,cy |a,| définit bien une norme sur c.

2) Montrer que I'application suivante est continue (on calculera la norme; montrer qu’elle n’est
pas atteinte sur la boule unité)

w1 — R
Up

neN

On remarquera que c’est une application linéaire

Exercice 3.14

Hahn-Banach fini-dimensionnel. Soit £ un R-espace vectoriel de dimension n > 1. Soient F'
un sous-espace de E et f une forme linéaire continue sur F. Montrer que f se prolonge en une

forme linéaire f sur E avec H‘fm = Ifll-
Indication : on raisonnera par récurrence sur la dimension. On considére alors f une forme

linéaire continue sur F', de dimension finie et a ¢ F'. On prouvera l’existence de o € R tel que pour
tous x,y € F, on ait f(x) — | f|.|x —a| < a <|f].|]y +a| — f(y) pour conclure avec E' = F @ Ra.

Exercice 3.15

Produire des formes linéaires non continues en dimension infinie...

Soit (£, |.|) un R-espace vectoriel normé de dimension infinie. On peut considérer une base
(algébrique) (53;)jes ot J est infini. On note (5;)jcs les formes linéaires coordonnées associées
habituelles.
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1) Justifier qu’il existe une famille de réels (m;);es tels que supm; = +0.
jedJ
2) On consideére, pour x € E:

O(x) = ijwﬁjﬂﬁf(x) :

jedJ
Justifier que cette somme est en fait une somme finie a x fixé, et que l'on définit ainsi une

forme linéaire.

3) Montrer que # n’est pas continue.

Exercice 3.16

Un exemple de suites avec deux limites différentes...

1
1) On se place dans le cas particulier R[X], muni de la norme ||P|; = f |P(t)|dt.
0

1
a) Justifier que N(P) = f |P(t) + P(1)|dt définit une norme sur R[X].
0

a) Montrer que la suite (X ”)n>1 converge vers 0 dans (R[X], || - [1), mais converge vers le
polynéme constant 1 dans (R[X], N).

2) Peut-on faire ce type de construction dans un espace de dimension finie ? Pourquoi ?

3) Construction générale en dimension infinie.

Soit (£, ||.||) un R-espace vectoriel normé de dimension infinie. On sait que I'on peut produire
une forme linéaire non continue 6 (cf exo 3.15).

a) Justifier qu’il existe ey € F tel O(eg) = 1 et qu’il existe une suite (un)nBI dans la sphére

unité de E vérifiant |0(u,,)| — 400, avec 0(u,,) # 0 pour tout n > 1.

On considére, pour = € E:

N(z) = |z + 6(z)e] .

b) Justifier que 'on définit ainsi une norme sur F.

c¢) On définit z,, = u, € E.

1
0(un)
(1) Justifier que (13")@1 converge vers 0 dans (E, |[|.]).
(ii) Justifier que (avn)w1 converge dans (E, N) et préciser la limite.

(iii) Commenter...
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4 Vocabulaire topologique.

Exercice 4.1
Soit E/ un espace vectoriel normé. On considére A ¢ F.
1) Comparer A et A.
2) Comparer Aet A

Exercice 4.2

Déterminer si les parties suivantes A sont ouvertes, fermées ou ni I'un ni 'autre:
1) On se place dans R (avec la valeur absolue)

(i) A =[0,1[u[2,3] (ii) A =1[0,1] U [2,3] (iii) A = [0,1[uU]1, 2]
(iv) R\Q (v) A=Q (vi) A= {0} u {1/2" | n e N}
2) On se place dans C (avec le module)
(i) A =1[0,1] (ii) A =]0,1]
(ili) A = D(0,1)\{0} = {ze C| 0 < |z| < 1} (iv) A = D(0,1)\D(0,1/2)

Exercice 4.3
On considére dans R, la partie A = [0,1[u{2}. Déterminer A, A, 4 et A

Exercice 4.4

Soit E un espace vectoriel normé. On considére A, B ¢ F.
1) Montrer que A U B ¢ A U B mais que l'on n’a pas égalité en général (en considérant par
exemple les rationnels et les irrationnels dans R).

2) Montrer que A n B = A ~ B.

3) En déduire les énoncés correspondants pour 1’adhérence.

Exercice 4.5

Déterminer les adhérences et les intérieurs des parties A suivantes de R” (muni de la distance
euclidienne par exemple (!)).

(i) (n=1) A =[a,b]. (i) (n=1) A = [a,+].
iii) (n = 2) A = [a,b] x {0} (iv) (n=2) A= {(z,y)|2* +y* = 1}
v) (n=1) A=Qn]0,1[. (vi)(n=2)A=QxQ
vil) (n=2) A=Q x Q° (viii) (n =1) A = {1/n|n e N*}.
(

xi) (n=4) A ={(a,b,c,d)| ad — bc # 0}.

i
xii) 'ensemble des matrices orthogonales d’ordre 2.

(
(
(
(ix) (n =1) A = {sin(1/n)| n e N*}.
(
(
(

xiii) 'ensemble des matrices orthogonales d’ordre n.
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Exercice 4.6

On se place dans R2.

a) Quelle est 'adhérence de {(z,1) |z > 0} ?

b) Quelle est 'adhérence de {(z,sin(1/z)) | z €]0,2/7]} ?
On pourra faire un dessin pour comprendre ce qu’il se passe...

Exercice 4.7

Soient (E, |.|) un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel, distinct de £. Montrer
que F' est d’intérieur vide.

Exercice 4.8

Soient (£, ||.||) un espace vectoriel normé etA, B deux parties de FE.
On rappelle que A+ B ={a+b|ac A be B}.
1) On suppose que A est ouvert. Montrer que A + B ouvert.

2) Donner des exemples de fermés A, B de R tels que A + B pas fermé:
(i) en considérant A = {(z,y) e R*| zy = 1} et B = {(x,0) | z € R}.
(ii) en utilisant les résultats sur les sous-groupes additifs de R.

Exercice 4.9

Soient (E, |.|) et (F,|.|") deux espaces vectoriels normés et f : E — F une application continue.
Montrer que le graphe de cette application, c’est a dire {(z, f(z))| = € E}, est un fermé de
E x F (avec norme produit).

Exercice 4.10

Soient (F, |.||) un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F
est encore un sous-espace vectoriel de F.

Exercice 4.11

Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. On considére application f :v € E veEFE.

1
il 14[of?
Justifier que f est continue et montrer que son image est B(0,1/2).

Exercice 4.12

On dit qu’un espace vectoriel normé est séparable si il admet une partie dénombrable dense.

1) Montrer que ¢y (cf. exercice 3.7) est séparable.

2) On veut montrer que ¢*, l'espace des suites bornées, muni de la méme norme n’est pas
séparable. On suppose qu'il existe une partie dénombrable dense (v,),>;. Soit z une suite a

valeurs 0 ou 1. On note w, -B (z,3).

a) Montrer que x # 1’ = w, Nwy = .

b) Montrer que pour tout z € {0,1}", il existe un entier n(z) tel que v,;) € w,. Justifier
que pour x # ', on a n(x) # n(x).

c¢) En déduire que {0, 1} devrait alors étre dénombrable et conclure (on pourra faire un
raisonnement via la diagonale de Cantor).
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5 Compacité.

Exercice 5.1

On se place dans R?. Déterminer si les parties suivantes sont compactes:

={(z,y) e R?| 2® + zy + y* < 1}
{(z,y) e R?| y* + z(1 — 22) = 0}

A={(z,y) e R?| 2% +y* =1} B
C={(z,y) eR?| y* = z(1 — 22)} D
Exercice 5.2

Soient un espace vectoriel normé (E, |.|) et (a,)nen une suite dont les trois suites extraites
(@21 )nens (A2n+1)nen €t (a3n)nen convergent. Démontrer que (ay,)nen converge.

Exercice 5.3

Soit K une partie compacte d'un espace vectoriel normé (F,|.|). On considére une suite
(Up )nen de K.

On suppose que £ € E et cette suite ont la propriété suivante: a chaque fois qu’une sous-suite
de (uy)nen converge, elle a pour limite £. Montrer que (u,)nen converge vers £.

Exercice 5.4
Soit f : R? — R continue telle que H %im f(x) = +00 (ot | - | est une norme sur R?). Montrer
|| —+00
que f admet un minimum.

Exercice 5.5
Soit E 'espace des fonctions continues sur [0, 1], muni de la norme |.||s.
Pour n € N, soit f,(t) = e*™ ou t € [0,1].

1
1) Pour n,p € N avec n # p, calculer f |fu(t) — fo(D)]? dt.
0

2) En déduire que pour n,p e N avec n # p, on a |f, — follo = V2.
3) Est-ce que f,, est dans la boule unité fermée de E ?
)

4) En déduire que la boule unité fermée de F n’est pas compacte.

Exercice 5.6

Soient (Ey, |.|1) et (Ea, |.|2) deux espaces vectoriels normés, K; une partie compacte de E; et
K5 une partie compacte de Ej.
Montrer que K; x K5y est une partie compacte de Fy x FEj.

Exercice 5.7

Soient (E, ||.||) un espace vectoriel normé et K une partie compacte de E.
1) On suppose que L est une partie compacte de E. Montrer que K + L est compact.

2) On suppose que F' est une partie fermée de E. Montrer que K + F est fermé.
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Exercice 5.8

Soient (E, |.|) un espace vectoriel normé, K une partie compacte de F et F' une partie fermée
de E. On suppose que K et F' sont disjoints. Montrer que d(K, F') > 0.

Exercice 5.9

Soient F et F deux espaces vectoriels normés.
Soit f|E — F bijective. On suppose que I'image d’un ouvert est toujours un ouvert. Montrer
que pour toute partie compacte K de F', f~1(K) est une partie compacte de FE.

Exercice 5.10

Soient (£, |.|) un espace vectoriel normé et K une partie compacte de E. On suppose que
I’application f : K — K une application continue telle que pour tous x,y € K,

[f(x) = F@W)l = |z =yl

On veut montrer que f est une isométrie bijective.
1) Justifier que f est injective.
2) Pour montrer que f est surjective, I'idée est de considérer les images itérées d’un point.
Soit y € K. On considére u, = f*(y) ou f* = fo---o f (n fois), et fO = Id.
(i) Montrer que pour tous n > p, on a Hun — upH = H“n—P — yH

(ii) Justifier qu'il existe une suite d’entiers strictement croissante (n;) telle que

[t 1-n, =y — 0.
(iii) En déduire que y € f(K).
(iv) Conclure.

3) Conclure. Indication: utiliser la démarche suivie dans 2, en partant cette fois de deux éléments y
/

ety

Exercice 5.11

Montrer que le groupe orthogonal O, (R) est compact.

Exercice 5.12

Théoréme de Riesz.
Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. On suppose que la boule unité fermée Bg de E est
compacte. Le but est de montrer que E est nécessairement de dimension finie.

On suppose que E est de dimension infinie.

1) Justifier qu’il existe un vecteur e; € E de norme 1.

On suppose avoir construit ey, ...,e, € Bg vérifiant |e; —e;| > 1 pour i # j. On considére
F = vect{e, ..., e,}.

2) Justifier qu’il existe a € E et y € F tels que |a — y| = d(a, F) > 0.

1
3) Montrer que le vecteur e, 1 = —(a — y) vérifie |le,+1 — z| = 1 pour z € F.

la =yl
4) Conclure.
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Exercice 5.13

Soit (E,|.|) un R-espace vectoriel normé de dimension finie. L£(E) est muni de la norme

opérateur usuelle ||f|| = sup | f(x)].
lzl=1

Montrer que si p est un projecteur non nul, on a ||p|| = 1. Montrer que 'ensemble des
projecteurs ayant une image donnée est un convexe fermé de L(F).

Exercice 5.14

Soit K une partie non vide de R", convexe, compacte, symétrique par rapport a 0 telle que 0
soit un point intérieur de K. On veut montrer qu’il existe une norme p sur R” telle que K soit la
boule unité de R™ pour p.

On introduit la jauge de Lorentz-Minkowski : p(z) = inf{t > 0] £ € K}. Montrer que p est
une norme qui répond au probléme. Pour cela,

i) Montrer que p(x) = 0 ssi z = 0.

ii) Pour z non nul, montrer que p(x) 'z € K.

iii) Pour  non nul et ¢t > 0, montrer que p(tz) < tp(z).

iv) Conclure.
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6 Connexité

Exercice 6.1

Est-ce que {(z,y) € R?| x # y} est une partie connexe, ou connexe par arcs de R* ? Et sinon
combien de composantes connexes y a t il 7

Exercice 6.2

Soient F un espace vectoriel normé et C' une partie de E.
Montrer que C est connexe si et seulement toute application continue de C' dans Z est constante.

Exercice 6.3
Soit f : [a,b] — C une application continue.
1) On suppose que pour tout z € [a,b], on a (f(x))? = 1. Montrer que f est constante.
2) On suppose que pour tout z € [a,b], on a exp(if(z)) = 1. Est-ce que f est constante 7

Exercice 6.4
Soient U; et U, des parties connexes d’un espace vectoriel normé.
1) On suppose que Uy n Uy # &, montrer que Uy U Uy est connexe.

2) Montrer que la réunion Uy UU; est connexe si et seulement si UnUy,# @ ou UnlU,+# .

Exercice 6.5

Soient F un espace vectoriel normé et C' une partie connexe et non bornée de E. Montrer que
C intersecte toute sphére.

Exercice 6.6

(Lemme de passage des douanes). Soient F un espace vectoriel normé et A une partie de E.
Montrer que toute partie connexe C' de E qui rencontre A et Vextérieur de A (i.e. le complémentaire
de A), rencontre aussi la frontiére de A.

Indication: on pourra raisonner par l’absurde et obtenir une partition de C "non autorisée’.

Exercice 6.7
On veut montrer que R? et R ne sont pas homéomorphes.
1) Montrer que pour tout a € R?, R*\{a} est connexe.

2) Conclure.

Exercice 6.8

Soient £ un espace vectoriel normé et (C’n) une suite décroissante de parties connexes et

n=1
compactes (non vides) de E.

On veut montrer que C' = ﬂ C,, est une partie connexe et compacte de F.

n=1

On suppose donc que C' = F} u F, avec I, F, fermés de C' tels que Fy n Fy = .
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1) Justifier que F} et F; sont des parties compactes de F.

2) Montrer qu'il existe deux ouverts disjoints (de F) wy et wo tels que F; < w; (ou i€ {1,2}).

3) Montrer qu'il existe ng = 1 tel que Cy, < wy U ws.
)

4) Conclure.

Exercice 6.9

Montrer que GL}(R) = {M| det(M) > 0} est connexe par arcs. Est-ce le cas de GL,(R) ?
Montrer que G L, (C) est connexe par arcs.

Exercice 6.10

Dans (R?,||.|2), montrer que E est connexe puis que son adhérence est connexe mais n’est pas

1 1 1
connexe par arcs, ol £ = U {(—,y)\y € R} U U {(x,n)| —— <7< —}.
neN* n neN* n+l n

Exercice 6.11

Soient F un espace vectoriel normé et K une partie compacte de E.
1) Justifier que E\K admet une et une seule composante connexe non bornée. On pourra
d’abord montrer que pour tout R > 0, la partie E\B(0, R) est connexe par arc.

2) On suppose que E est de dimension infinie. On veut montrer que E\K est connexe.

On suppose qu’il y a au moins deux composantes connexes. D’aprés le 1., il existe une com-
posante connexe non bornée et les autres sont bornées.

Soit  dans une composante connexe bornée.

a) Justifier qu’il existe r > 0 tel que S(z,r) est incluse dans la composante connexe non
bornée de E\K.

b) On consideére I'application A : ue K —> A(u) = x + -

oo

(i) Justifier que A est bien définie et que A(K) est une partie compacte de E.
(ii) Justifier que pour tout y € S(x,r), on a K n [x,y] # &.
(iii) En déduire que A(K) = S(x, 7).

c¢) Conclure.

3) Montrer que ce n’est pas vrai en général que E\K est connexe lorsque E est de dimension
finie.
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D.M. 1

Exercice 1

Soient (E,| -||) un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E & la fois ouverte et
fermée dans E.
Soit a € A. On suppose qu’il existe 5 ¢ A.

a) Montrer que 'application t € R — (1 — t)a + t est lipschitzienne.

b) Soit U = {t e R| (1 —t)a + tB € A}. Montrer que U est une partie ouverte et fermée de
R.
On note K = U n [0,1].

c) Justifier qu’il existe tg = max K.

d) Montrer qu’il existe r > 0 tel que ¢ty + r € K.

e) Conclure.

Exercice 2

Soit F un R-espace vectoriel de dimension n > 1.
1) Soient F' un hyperplan de E et f une forme linéaire sur F. On veut montrer que f se

prolonge en une forme linéaire f sur E avec H‘fm = |Ifll-

a) Soit a ¢ F. Prouver l'existence de « € R tel que pour tous z,y € F, on ait

f@) = Iflle = all < e < I £lll-ly + all = f(w)

On pose f(x 4+ Aa) = f(x) + Aapour A\e Ret x € F.

b) Montrer que si ¢ > 0 alors on a f(u + ta) < ||f]|.|u + ta| pour tout u e F.

¢) De méme que si t < 0 alors on a f(u + ta) < || f][.|u + ta| pour tout u e F.

d) En déduire que f(v) < [|[f|[.|v| pour tout v € E puis | f(v)| < || f]|-|v] pour tout v e E.
e) Conclure.
2) Soient F' un sous-espace de E et f une forme linéaire sur F'. Montrer que f se prolonge en

une forme linéaire fsur FE avec ‘HfN)H = Ifll-
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D.M. 2

Soient (E, | - |) un espace vectoriel normé et K une partie compacte de E. On considére une
application f: K — K vérifiant:

Ve,ye K, avecx #y  |[f(z) = )l <z =yl

a) Justifier que I'application x € K — f(z) — x € F est continue.

b) Montrer que m = in}f{ |f(x) — x| existe et qu'il existe a € K tel que m = | f(a) — «f.
xe

¢) Montrer que f(«a) = .

Exercice 2

Soient (£, ||.|) un espace vectoriel normé, K une partie compacte de E et F' une partie fermée de

E.
Montrer que K + F = {a+b| a € K,be F} est une partie fermée de E.

Exercice 3

Soit K une partie non vide de R", convexe, compacte, symétrique par rapport a 0 telle que 0
soit un point intérieur de K. On veut montrer qu’il existe une norme p sur R” telle que K soit la
boule unité de R™ pour p.

On introduit p(x) = inf {t > 0| %x € K} ot x € R™. Montrer que p est une norme qui répond
au probléeme. Pour cela,
(i) Justifier que p(z) est bien défini pour tout z € R".
ii) Montrer que p(z) = 0 si et seulement si x = 0.

(i
(iii) Pour x non nul, montrer que p(z) 'z € K.

(iv) Pour x non nul et A > 0, montrer que p(Ax) < Ap(z).
(

v) Conclure.



