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1 Décrassage: suites numériques.
Exercice 1.1

Soient deux suites panqnPN et pbnqnPN de r0, 1s telles que le produit anbn converge vers 1. Montrer
que chacune des suites converge vers 1. Indication : on pourra raisonner en termes de sous-suites ou
trouver un argument très élémentaire (niveau première).

Exercice 1.2

1) Soit θ P R. Montrer que la suite
´

einθ
¯

nPN
converge si et seulement si θ ” 0 r2πs.

2) Soit α P R˚. On veut montrer que la suite
`

un
˘

ně1
diverge où un “ niα “ eiα lnpnq.

On suppose le contraire.
a) De quelle forme est nécessairement α en considérant la sous-suite

`

u2m
˘

mPN ?
b) Même question avec la sous-suite

`

u3m
˘

mPN.
c) Conclure.

Exercice 1.3

Théorème de Cesàro.
Soit panqnPN une suite de complexes. On lui associe la suite suivante définie pour tout n P N

par

γn “
1

n` 1

n
ÿ

k“0

ak.

1) On suppose que panqnPN est convergente vers `. Montrer que pγnqnPN converge aussi vers `.
2) Donner un exemple où la suite panqnPN diverge et la suite pγnqnPN converge.
3) On suppose que panqnPN diverge vers `8. Montrer que pγnqnPN diverge aussi vers `8.
4) On suppose que la suite panqnPN est croissante.
Montrer que la suite panqnPN converge si et seulement si la suite pγnqnPN converge.
5) (généralisation: Cesàro à poids)
Soit pαnqnPN une suite de réels strictement positifs. A toute suite panqnPN de complexes, on

associe
ãn “

řn
k“0 αkak
řn
k“0 αk

.

Montrer l’équivalence entre les deux assertions suivantes :

(i) La série
8
ÿ

k“0

αk diverge.

(ii) Pour toute panqnPN convergente vers a, la suite pãnqnPN associée converge aussi vers a.

Exercice 1.4

Soit z0 P C. On définit la suite pznqnPN par la relation de récurrence: zn`1 “
zn ` |zn|

2
¨

1) On suppose que z0 P R: que se passe-t-il ?
2) Dans la suite z0 R R et on écrit z0 “ ρ0e

iθ0 où ρ0 ą 0 et θ0 Ps ´ π, 0rYs0, πr.
(i) Expliciter les relations de récurrence pour les module et argument de zn.
(ii) Conclure sur la convergence et déterminer la limite de pznqnPN.
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Exercice 1.5

Soit pxnqnPN une suite bornée de réels.
1) Montrer que les suites psnqnPN et pinqnPN suivantes sont bien définies :

sn “ sup
kěn

xk in “ inf
kěn

xk.

2) Montrer que ces deux suites sont convergentes. On note limxn la limite de psnqnPN et limxn
la limite de pinqnPN.

3) Montrer que limxn est la plus grande valeur d’adhérence de pxnqnPN et que limxn est la plus
petite valeur d’adhérence de pxnqnPN.

4) Etablir le théorème de Bolzano-Weierstrass pour les suites réelles.
5) Montrer que pxnqnPN converge si et seulement si limxn “ limxn.

Exercice 1.6

1) Soient a ă b deux réels.
On veut montrer qu’il existe k P Z et n P N tels que lnpnq ` 2kπ P ra, bs.

a) Justifier qu’il existe un entier n0 ě 1 tel que: @n ě n0, lnpn` 1q ´ lnpnq ă b´ a.
b) Conclure en choisissant k P Z tel que ln

`

n0

˘

` 2kπ ă a.
2) Pour n P N, n ě 1, on pose : un “ sinplnpnqq.

(i) Montrer que cette suite est dense dans r´1, 1s.
(ii) Est-ce que cette suite converge ?

Exercice 1.7

Sous-groupes additifs de R. On étudie les sous-groupes de pR,`q. Soit H un sous-groupe
additif de R non réduit à 0, c’est à dire: H contient 0 (mais pas seulement) et pour tous x, y P H,
on a encore x´ y P H.

On pose α “ inftx P H| x ą 0u. Justifier l’existence de α.
1) On veut montrer que si α ą 0, H “ αZ.
i) En utilisant la caractérisation de la borne inférieure, montrer que α P H. En déduire

αZ Ă H.
ii) Soit h P H X R`˚. Considérer k “ maxtn P N|nα ď hu et montrer que h “ αk. Conclure.
2) Montrer que si α “ 0, H est dense dans R.
3) Soient a, b P R˚`, montrer que aZ` bZ est dense dans R ssi

a

b
R Q.

4) Montrer que cospZq est dense dans r´1, 1s.
5) Soient a, b P R˚`, montrer que aN ` bZ est dense dans R si

a

b
R Q et que sinpNq est dense

dans r´1, 1s.
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2 Normes - Convergence de suites dans un E.V.N.
Exercice 2.1

Soit
`

E, }.}
˘

un pK´qespace vectoriel normé. Justifier que si deux suites
`

xn
˘

nPN et
`

x1n
˘

nPN
convergent vers ` et `1, alors pour tous λ, λ1 P K, la suite

`

λxn ` λ
1x1n

˘

nPN converge vers λ`` λ1`1.

Exercice 2.2

Montrer que les boules ouvertes et fermées dans un espace vectoriel normé sont convexes.

Exercice 2.3

Justifier que les exemples du cours sont bien des normes.

Exercice 2.4

Soit
`

E, }.}
˘

un pK´q espace vectoriel normé non trivial (non réduit à t0u. Montrer que pour
tout a P E et tout r ě 0, la sphère Spa, rq est non vide.

Exercice 2.5

Soit P un polynôme (non nul!). On considère N : Cpr0, 1sq ÝÑ R` l’application définie par
Npfq “ sup

tPr0,1s

|P ptq.fptq| pour f P Cpr0, 1sq.

Justifier que N est une norme sur Cpr0, 1sq.

Exercice 2.6

Justifier les résultats sur le produit dans le cours.

Exercice 2.7

On se place dans MdpCq l’espace des matrices carrées d’ordre d à coefficients complexes.
1) Soient

`

An
˘

nPN une suite MdpCq et A PMdpCq.
Montrer que

`

An
˘

n
converge vers une matrice A si et seulement si pour tout i, j (1 ď i, j ď d)

le terme pi, jq de An converge vers le terme pi, jq de A.
2) Soient

`

An
˘

nPN et
`

Bn

˘

nPN deux suites MdpCq convergentes resp. vers A et B dans MdpCq.
Montrer que

`

AnBn

˘

n
converge vers AB.

Exercice 2.8

Soit A PMdpCq. On suppose que la suite
`

An
˘

n
converge vers une matrice P . Montrer que P

est une matrice de projection.

Exercice 2.9

Soit A PMdpCq, antisymétrique. On suppose que la suite
`

An
˘

n
converge vers une matrice L.

Que peut-on dire de L?
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Exercice 2.10

Soit A PMdpCq. On note An “ I ` A` ¨ ¨ ¨ ` An “
n
ÿ

k“0

Ak pour n ě 1.

1) On suppose que la suite
`

An
˘

ně1
converge vers une matrice B. Montrer que I ´ A est

inversible et que B “ pI ´ Aq´1.
2) Montrer que la réciproque est fausse: trouver un exemple où

`

An
˘

ně1
diverge et I ´ A

inversible. Indication: chercher un exemple dans un cadre très très simple...

Exercice 2.11

(à nouveau Cesàro)
Soient pE, }.}q un pK´qespace vectoriel normé et pxnqnPN une suite de E. On lui associe la

suite suivante définie pour tout n P N par

γn “
1

n` 1

n
ÿ

k“0

xk.

On suppose que pxnqnPN est convergente vers ` P E. Montrer que pγnqnPN converge aussi vers `.

Exercice 2.12

On considère Cpr0, 1sq ÝÑ R`

f ÞÝÑ }f}1 “

ż 1

0

|fptq| dt

1) Justifier que c’est une norme sur Cpr0, 1sq.
2) Calculer }Xn}1 où n P N. Est-ce que

`

Xn
˘

nPN converge dans
`

Cpr0, 1sq, }.}1
˘

?
3) Justifier que } ¨ }1 et } ¨ }8 ne sont pas équivalentes sur Cpr0, 1sq.
4) Est-ce que ce résultat remet en cause le théorème du cours ? (lequel d’ailleurs?)
5) On veut montrer que

`

pn` 1qXn
˘

nPN diverge dans
`

Cpr0, 1sq, }.}1
˘

.
a) On suppose que cette suite converge vers f .

(i) Pour tout a P r0, 1r, justifier que
ż a

0

|fptq| dt´ an`1 ď

ż 1

0

|fptq ´ pn` 1qtn| dt

(ii) En déduire que f “ 0.
b) Conclure.

Exercice 2.13

Sur E “ C1pr0, 1sq, on considère }f} “ sup
tPr0,1s

|f 1ptq| pour f P E.

Montrer que ce n’est pas une norme: quelle propriété est mise en défaut ? Est-ce que toutes
les autres sont respectées ?
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Exercice 2.14

On considère RrXs ÝÑ R`

P ÞÝÑ sup
0ďjďd

|aj| où P s’écrit P pXq “
d
ÿ

j“0

ajX
j

et
RrXs ÝÑ R`

P ÞÝÑ

d
ÿ

j“0

|aj| où P s’écrit P pXq “
d
ÿ

j“0

ajX
j

1) Justifier que ce sont des normes sur RrXs.
2) Sont-elles équivalentes ?
3) Commenter...

Exercice 2.15

Soit d ě 1. On considère
RdrXs ÝÑ R`

P ÞÝÑ sup
0ďjďd

|aj| où P s’écrit P pXq “
d
ÿ

j“0

ajX
j

1) Justifier qu’il s’agit d’une norme sur RdrXs.
2) Montrer qu’il existe une constante Cd telle que

Pour tout polynôme P P RdrXs s’écrivant P pXq “
d
ÿ

j“0

ajX
j , on a sup

0ďjďd
|aj| ď Cd sup

tPr0,1s

|P ptq|

Exercice 2.16

Soit p ě 1. On appelle `p “
 

panq P CN;
ÿ

|an|
p
ă `8

(

et }panq}p “
´

ÿ

ně0

|an|
p
¯

1
p est alors

défini sur `p.
On veut montrer que `p est un E.V.N.
1) Commencer par montrer toutes les propriétés sauf l’inégalité triangulaire.
2) Pour l’inégalité triangulaire pour la norme }.}p: considérons a, b P `p non nuls. En vous

inspirant de la preuve faite en cours pour la norme euclidienne, en considérant λ “
}a}p

}a}p ` }b}p
,

ã “ 1
}a}p

a et b̃ “ 1
}b}p

b, montrer que }.}p vérifie effectivement la propriété de l’inégalité triangulaire.

Exercice 2.17

(Oral E.N.S.cachan MP) Soit A une partie de Rn, non vide. Comme d’habitude dA est la
fonction distance à A: dApxq “ px,Aq pour x P Rn.

1) Rappeler pourquoi dA est continue.
Soient A et B deux parties non vides de Rn.

2) Donner une condition équivalente à dA “ dB.
3) On note ρpA,Bq “ supt|dApyq ´ dBpyq| ; y P Rn

u P RY t`8u.
Montrer que ρpA,Bq “ max

 

sup
xPB

dApxq; sup
yPA

dBpyq
(

.
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3 Continuité et Convergence.

Exercice 3.1

Montrer qu’une application lipschitzienne est uniformément continue et donc continue.

Exercice 3.2

1) Soit fpxq “ x sinplnpxqq pour x ą 0 et fp0q “ 0.
a) Montrer que f est continue sur R`.
b) Montrer que f est dérivable sur R`˚ et que cette dérivée est bornée.
c) Est-ce que f est uniformément continue sur R` ?

2) Soit gpxq “ x sinpxq pour x P R. Montrer que g n’est pas uniformément continue.

Exercice 3.3

Soit f l’application r0, 1r dans le cercle unité du plan complexe qui à t P r0, 1r associe e2iπt.
(i) Montrer que f est une bijection continue.
(ii) f est-elle un homéomorphisme ?

Exercice 3.4

Pour f P Cpr0, 1sq, on définit les normes }f}8 “ sup
tPr0,1s

|fptq| et }f}1 “
ż 1

0

|fptq|dt. Les applica-

tions linéaires suivantes sont-elles continues ? On calculera éventuellement leur norme.

Φ : pCpr0, 1sq, }.}8q ÝÑ R
h ÞÝÑ hp0q

Φ : pCpr0, 1sq, }.}1q ÝÑ R
h ÞÝÑ hp0q

Φ : pCpr0, 1sq, }.}1q ÝÑ pCpr0, 1sq, }.}8q
h ÞÝÑ h

Φ : pCpr0, 1sq, }.}1q ÝÑ pCpr0, 1sq, }.}8q

h ÞÝÑ

´

x ÞÑ

ż x

0

hptqdt
¯

Φ : pCpr0, 1sq, }.}1q ÝÑ R

h ÞÝÑ

ż 1
2

0

hptqdt´

ż 1

1
2

hptqdt

Quel est le problème avec Φ : pCpr0, 1sq, }.}8q ÝÑ R
h ÞÝÑ h2p0q ?
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Exercice 3.5

Soit σ l’application de R dans R définie par σpxq “ 1 si x ě 0 et σpxq “ ´1 sinon. Soit f
l’application de R dans R définie par fpxq “ σpxq

a

|x| pour tout réel x.
Montrer que f est un homéomorphisme vérifiant pour tous x, y P R, |fpxq´fpyq| ď 2

a

|x´ y|
et |f´1pxq ´ f´1pyq| ď |x´ y|p|x| ` |y|q. Est-ce que f et f´1 sont uniformément continues ?

Exercice 3.6

Soient E “ Kn

1) Justifier que l’application A PMnpKq ÞÑ TrpAq P K est continue (pourquoi n’a t on précisé
aucune norme en jeu ?)

2) Quelle est la nature topologique (ouvert, fermé ?) de l’ensemble des matrices de trace nulle?

Exercice 3.7

Soient E “ Kn, β “ te1, . . . , enu la base canonique de Kn et β˚ “ te˚1 , . . . , e˚nu sa base duale:
on rappelle donc que e˚kpxq est la kieme coordonnée de x dans la base β.

1) Soit A “
`

ai,j
˘

1ďi,jďn
PMnpKq. Rappeler comment exprimer ai,j en fonction des éléments

de β et β˚.
2) Justifier que pour tout i, j P t1, . . . , nu, l’application A P MnpKq ÞÑ ai,j P K est continue

(pourquoi n’a t on précisé aucune norme en jeu ?)
3) Montrer que A PMnpKq ÞÑ detpAq P K est continue.
4) Justifier que GLnpKq est un ouvert de MnpKq.
5) En se référant au cours de réduction d’endomorphisme, montrer que GLnpKq est dense dans

MnpKq.
Indication: on pourra remarquer que "très souvent" A´ λIn est inversible.

Exercice 3.8

On note c0 l’espace vectoriel des suites réelles convergentes vers 0, et c00 l’espace vectoriel des
suites réelles dont les termes sont nuls à partir d’un certain rang.

1) Justifier que }a}8 “ supnPN
ˇ

ˇan
ˇ

ˇ définit bien une norme sur c0.
2) Montrer que c00 est dense dans c0.

Exercice 3.9

Soient pX, }.}q et pY, }.}1q deux espaces vectoriels normés. Soient f et g continues de X dans Y .
(i) Montrer que tx P X| fpxq “ gpxqu est fermé dans X.
(ii) Soit A une partie dense de X. Montrer que si f et g coïncident sur A alors f “ g.

Exercice 3.10

Soit pE, }.}q un R-espace vectoriel normé et f P E˚ “ LpE,Rq.
1) On suppose que f est continue. Quelle est la nature topologique de Ker pfq ? (justifier)
2) On suppose que le noyau de f est fermé et que f n’est pas continue. En particulier f n’est

pas identiquement nulle donc il existe c P E tel que fpcq “ 1.
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a) Montrer qu’il existe une suite panqně1 dans E vérifiant, pour tout n ě 1, }an} “ 1 et
fpanq ě n.

b) Pour n ě 1, on considère un “ c´
1

fpanq
an.

(i) Que vaut f
`

un
˘

? Est-ce que
`

un
˘

ně1
converge ? (vers quoi éventuellement)

(ii) Conclure.

Exercice 3.11

Soient D le disque unité fermé de R2 (i.e. la boule unité fermée pour la norme euclidienne)
et K le carré unité fermé : K “ tpx, yq P R2| maxp|x|, |y|q ď 1u. Ils sont munis de la topologie
induite par la structure euclidienne de R2. Montrer que D et K sont homéomorphes.

Pour cela, on pourra considérer l’application de D dans K définie par

fp0q “ 0 et fpx, yq “
´ x

a

x2 ` y2

maxp|x|, |y|q
,
y
a

x2 ` y2

maxp|x|, |y|q

¯

pour px, yq P Dzt0u.

Exercice 3.12

Soient pfnq une suite d’applications uniformément continues de pX, dq dans pY, δq (deux espaces
métriques), convergeant uniformément vers f sur X. Montrer que f est uniformément continue.

Exercice 3.13

On note c0 l’espace vectoriel des suites réelles convergentes vers 0.

1) Justifier que }a}8 “ supnPN
ˇ

ˇan
ˇ

ˇ définit bien une norme sur c0.
2) Montrer que l’application suivante est continue (on calculera la norme; montrer qu’elle n’est

pas atteinte sur la boule unité)

ϕ : c0 ÝÑ R
u ÞÝÑ

ÿ

nPN

un
2n`1

On remarquera que c’est une application linéaire

Exercice 3.14

Hahn-Banach fini-dimensionnel. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n ě 1. Soient F
un sous-espace de E et f une forme linéaire continue sur F . Montrer que f se prolonge en une
forme linéaire f̃ sur E avec

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
f̃
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
“ |||f |||.

Indication : on raisonnera par récurrence sur la dimension. On considère alors f une forme
linéaire continue sur F , de dimension finie et a R F . On prouvera l’existence de α P R tel que pour
tous x, y P F , on ait fpxq ´ }f}.}x´ a} ď α ď }f}.}y` a} ´ fpyq pour conclure avec E “ F ‘Ra.

Exercice 3.15

Produire des formes linéaires non continues en dimension infinie...
Soit pE, }.}q un R-espace vectoriel normé de dimension infinie. On peut considérer une base

(algébrique) pβjqjPJ où J est infini. On note pβ˚j qjPJ les formes linéaires coordonnées associées
habituelles.
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1) Justifier qu’il existe une famille de réels pmjqjPJ tels que sup
jPJ

mj “ `8.

2) On considère, pour x P E:

θpxq “
ÿ

jPJ

mj}βj}β
˚
j pxq .

Justifier que cette somme est en fait une somme finie à x fixé, et que l’on définit ainsi une
forme linéaire.

3) Montrer que θ n’est pas continue.

Exercice 3.16

Un exemple de suites avec deux limites différentes...

1) On se place dans le cas particulier RrXs, muni de la norme }P }1 “
ż 1

0

|P ptq|dt.

a) Justifier que NpP q “
ż 1

0

|P ptq ` P p1q|dt définit une norme sur RrXs.

a) Montrer que la suite
`

Xn
˘

ně1
converge vers 0 dans

`

RrXs, } ¨ }1
˘

, mais converge vers le
polynôme constant 1

2
dans

`

RrXs, N
˘

.
2) Peut-on faire ce type de construction dans un espace de dimension finie ? Pourquoi ?
3) Construction générale en dimension infinie.
Soit pE, }.}q un R-espace vectoriel normé de dimension infinie. On sait que l’on peut produire

une forme linéaire non continue θ (cf exo 3.15).
a) Justifier qu’il existe e0 P E tel θpe0q “ 1 et qu’il existe une suite

`

un
˘

ně1
dans la sphère

unité de E vérifiant |θpunq| ÝÑ `8, avec θpunq ‰ 0 pour tout n ě 1.
On considère, pour x P E:

Npxq “
›

›x` θpxqe0
›

› .

b) Justifier que l’on définit ainsi une norme sur E.

c) On définit xn “
1

θpunq
un P E.

(i) Justifier que
`

xn
˘

ně1
converge vers 0 dans pE, }.}q.

(ii) Justifier que
`

xn
˘

ně1
converge dans pE,Nq et préciser la limite.

(iii) Commenter...
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4 Vocabulaire topologique.
Exercice 4.1

Soit E un espace vectoriel normé. On considère A Ă E.
1) Comparer ˚̊

A et Å.

2) Comparer A et A.

Exercice 4.2

Déterminer si les parties suivantes A sont ouvertes, fermées ou ni l’un ni l’autre:
1) On se place dans R (avec la valeur absolue)

(i) A “ r0, 1rYr2, 3s (ii) A “ r0, 1s Y r2, 3s (iii) A “ r0, 1rYs1, 2s

(iv) RzQ (v) A “ Q (vi) A “ t0u Y t1{2n | n P Nu

2) On se place dans C (avec le module)

(i) A “ r0, 1s (ii) A “s0, 1r

(iii) A “ D̊p0, 1qzt0u “ tz P C | 0 ă |z| ă 1u (iv) A “ D̊p0, 1qzD̊p0, 1{2q

Exercice 4.3

On considère dans R, la partie A “ r0, 1rYt2u. Déterminer A, Å, Å et Å

Exercice 4.4

Soit E un espace vectoriel normé. On considère A,B Ă E.
1) Montrer que Å Y B̊ Ă

8
ŔA Y B mais que l’on n’a pas égalité en général (en considérant par

exemple les rationnels et les irrationnels dans R).

2) Montrer que ÅX B̊ “ 8
ŔAXB.

3) En déduire les énoncés correspondants pour l’adhérence.

Exercice 4.5

Déterminer les adhérences et les intérieurs des parties A suivantes de Rn (muni de la distance
euclidienne par exemple (!)).
(i) pn “ 1q A “ ra, bs. (ii) pn “ 1q A “ ra,`8r.

(iii) pn “ 2q A “ ra, bs ˆ t0u (iv) pn “ 2q A “ tpx, yq|x2 ` y2 “ 1u

(v) pn “ 1q A “ QXs0, 1r. (vi) pn “ 2q A “ QˆQ

(vii) pn “ 2q A “ QˆQc (viii) pn “ 1q A “ t1{n|n P N˚u.

(ix) pn “ 1q A “ tsinp1{nq|n P N˚u. (x) pn “ 1q A “ tcospnq|n P N˚u.

(xi) pn “ 4q A “ tpa, b, c, dq| ad´ bc ‰ 0u.
(xii) l’ensemble des matrices orthogonales d’ordre 2.
(xiii) l’ensemble des matrices orthogonales d’ordre n.
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Exercice 4.6

On se place dans R2.
a) Quelle est l’adhérence de

 

px, 1
x
q | x ą 0

(

?
b) Quelle est l’adhérence de

 

px, sinp1{xqq | x Ps0, 2{πs
(

?
On pourra faire un dessin pour comprendre ce qu’il se passe...

Exercice 4.7

Soient pE, }.}q un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel, distinct de E. Montrer
que F est d’intérieur vide.

Exercice 4.8

Soient pE, }.}q un espace vectoriel normé etA,B deux parties de E.
On rappelle que A`B “ ta` b | a P A, b P Bu.
1) On suppose que A est ouvert. Montrer que A`B ouvert.
2) Donner des exemples de fermés A,B de R tels que A`B pas fermé:

(i) en considérant A “ tpx, yq P R2 | xy “ 1u et B “ tpx, 0q | x P Ru.
(ii) en utilisant les résultats sur les sous-groupes additifs de R.

Exercice 4.9

Soient pE, }.}q et pF, }.}1q deux espaces vectoriels normés et f : E Ñ F une application continue.
Montrer que le graphe de cette application, c’est à dire tpx, fpxqq | x P Eu, est un fermé de

E ˆ F (avec norme produit).

Exercice 4.10

Soient pE, }.}q un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F
est encore un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 4.11

Soit pE, }.}q un espace vectoriel normé. On considère l’application f : v P E ÞÑ 1
1`}v}2

v P E.
Justifier que f est continue et montrer que son image est Bp0, 1{2q.

Exercice 4.12

On dit qu’un espace vectoriel normé est séparable si il admet une partie dénombrable dense.
1) Montrer que c0 (cf. exercice 3.7) est séparable.
2) On veut montrer que `8, l’espace des suites bornées, muni de la même norme n’est pas

séparable. On suppose qu’il existe une partie dénombrable dense pvnqně1. Soit x une suite à
valeurs 0 ou 1. On note ωx “

˝

B px, 12q.
a) Montrer que x ‰ x1 ñ ωx X ωx1 “ H.
b) Montrer que pour tout x P t0, 1uN, il existe un entier npxq tel que vnpxq P ωx. Justifier

que pour x ‰ x1, on a npxq ‰ npx1q.
c) En déduire que t0, 1uN devrait alors être dénombrable et conclure (on pourra faire un

raisonnement via la diagonale de Cantor).
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5 Compacité.
Exercice 5.1

On se place dans R2. Déterminer si les parties suivantes sont compactes:

A “ tpx, yq P R2 | x2 ` y4 “ 1u B “ tpx, yq P R2 | x2 ` xy ` y2 ď 1u
C “ tpx, yq P R2 | y2 “ xp1´ 2xqu D “ tpx, yq P R2 | y2 ` xp1´ 2xq “ 0u

Exercice 5.2

Soient un espace vectoriel normé pE, }.}q et panqnPN une suite dont les trois suites extraites
pa2nqnPN, pa2n`1qnPN et pa3nqnPN convergent. Démontrer que panqnPN converge.

Exercice 5.3

Soit K une partie compacte d’un espace vectoriel normé pE, }.}q. On considère une suite
punqnPN de K.

On suppose que ` P E et cette suite ont la propriété suivante: à chaque fois qu’une sous-suite
de punqnPN converge, elle a pour limite `. Montrer que punqnPN converge vers `.

Exercice 5.4

Soit f : Rd Ñ R continue telle que lim
}x}Ñ`8

fpxq “ `8 (où } ¨ } est une norme sur Rd). Montrer

que f admet un minimum.

Exercice 5.5

Soit E l’espace des fonctions continues sur r0, 1s, muni de la norme }.}8.
Pour n P N, soit fnptq “ e2iπnt, où t P r0, 1s.

1) Pour n, p P N avec n ‰ p, calculer
ż 1

0

|fnptq ´ fpptq|
2 dt.

2) En déduire que pour n, p P N avec n ‰ p, on a }fn ´ fp}8 ě
?

2.
3) Est-ce que fn est dans la boule unité fermée de E ?
4) En déduire que la boule unité fermée de E n’est pas compacte.

Exercice 5.6

Soient pE1, }.}1q et pE2, }.}2q deux espaces vectoriels normés, K1 une partie compacte de E1 et
K2 une partie compacte de E2.

Montrer que K1 ˆK2 est une partie compacte de E1 ˆ E2.

Exercice 5.7

Soient pE, }.}q un espace vectoriel normé et K une partie compacte de E.
1) On suppose que L est une partie compacte de E. Montrer que K ` L est compact.
2) On suppose que F est une partie fermée de E. Montrer que K ` F est fermé.
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Exercice 5.8

Soient pE, }.}q un espace vectoriel normé, K une partie compacte de E et F une partie fermée
de E. On suppose que K et F sont disjoints. Montrer que dpK,F q ą 0.

Exercice 5.9

Soient E et F deux espaces vectoriels normés.
Soit f |E Ñ F bijective. On suppose que l’image d’un ouvert est toujours un ouvert. Montrer

que pour toute partie compacte K de F , f´1pKq est une partie compacte de E.

Exercice 5.10

Soient pE, }.}q un espace vectoriel normé et K une partie compacte de E. On suppose que
l’application f : K Ñ K une application continue telle que pour tous x, y P K,

}fpxq ´ fpyq} ě }x´ y}.

On veut montrer que f est une isométrie bijective.
1) Justifier que f est injective.
2) Pour montrer que f est surjective, l’idée est de considérer les images itérées d’un point.
Soit y P K. On considère un “ fnpyq où fn “ f ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f (n fois), et f 0 “ Id.

(i) Montrer que pour tous n ą p, on a
›

›un ´ up
›

› ě
›

›un´p ´ y
›

›.

(ii) Justifier qu’il existe une suite d’entiers strictement croissante pnjq telle que
›

›unj`1´nj
´ y

›

› ÝÑ 0 .

(iii) En déduire que y P fpKq.
(iv) Conclure.

3) Conclure. Indication: utiliser la démarche suivie dans 2, en partant cette fois de deux éléments y
et y1.

Exercice 5.11

Montrer que le groupe orthogonal OnpRq est compact.

Exercice 5.12

Théorème de Riesz.
Soit pE, }.}q un espace vectoriel normé. On suppose que la boule unité fermée BE de E est

compacte. Le but est de montrer que E est nécessairement de dimension finie.

On suppose que E est de dimension infinie.
1) Justifier qu’il existe un vecteur e1 P E de norme 1.
On suppose avoir construit e1, . . . , en P BE vérifiant }ei ´ ej} ě 1 pour i ‰ j. On considère

F “ vectte1, . . . , enu.
2) Justifier qu’il existe a P E et y P F tels que }a´ y} “ dpa, F q ą 0.

3) Montrer que le vecteur en`1 “
1

}a´ y}
pa´ yq vérifie }en`1 ´ z} ě 1 pour z P F .

4) Conclure.
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Exercice 5.13

Soit pE, }.}q un R-espace vectoriel normé de dimension finie. LpEq est muni de la norme
opérateur usuelle |||f ||| “ sup

}x}“1

}fpxq}.

Montrer que si p est un projecteur non nul, on a |||p||| ě 1. Montrer que l’ensemble des
projecteurs ayant une image donnée est un convexe fermé de LpEq.

Exercice 5.14

Soit K une partie non vide de Rn, convexe, compacte, symétrique par rapport à 0 telle que 0
soit un point intérieur de K. On veut montrer qu’il existe une norme p sur Rn telle que K soit la
boule unité de Rn pour p.

On introduit la jauge de Lorentz-Minkowski : ppxq “ inftt ą 0| x
t
P Ku. Montrer que p est

une norme qui répond au problème. Pour cela,
i) Montrer que ppxq “ 0 ssi x “ 0.
ii) Pour x non nul, montrer que ppxq´1x P K.
iii) Pour x non nul et t ą 0, montrer que pptxq ď tppxq.
iv) Conclure.
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6 Connexité

Exercice 6.1

Est-ce que tpx, yq P R2 | x ‰ yu est une partie connexe, ou connexe par arcs de R2 ? Et sinon
combien de composantes connexes y a t il ?

Exercice 6.2

Soient E un espace vectoriel normé et C une partie de E.
Montrer que C est connexe si et seulement toute application continue de C dans Z est constante.

Exercice 6.3

Soit f : ra, bs ÝÑ C une application continue.
1) On suppose que pour tout x P ra, bs, on a pfpxqq2 “ 1. Montrer que f est constante.
2) On suppose que pour tout x P ra, bs, on a exppifpxqq “ 1. Est-ce que f est constante ?

Exercice 6.4

Soient U1 et U2 des parties connexes d’un espace vectoriel normé.
1) On suppose que U1 X U2 ‰ H, montrer que U1 Y U2 est connexe.
2) Montrer que la réunion U1YU2 est connexe si et seulement si U1XU2 ‰ H ou U1XU2 ‰ H.

Exercice 6.5

Soient E un espace vectoriel normé et C une partie connexe et non bornée de E. Montrer que
C intersecte toute sphère.

Exercice 6.6

(Lemme de passage des douanes). Soient E un espace vectoriel normé et A une partie de E.
Montrer que toute partie connexe C de E qui rencontre Å et l’extérieur deA (i.e. le complémentaire
de A), rencontre aussi la frontière de A.

Indication: on pourra raisonner par l’absurde et obtenir une partition de C "non autorisée".

Exercice 6.7

On veut montrer que R2 et R ne sont pas homéomorphes.
1) Montrer que pour tout a P R2, R2ztau est connexe.
2) Conclure.

Exercice 6.8

Soient E un espace vectoriel normé et
`

Cn
˘

ně1
une suite décroissante de parties connexes et

compactes (non vides) de E.
On veut montrer que C “

č

ně1

Cn est une partie connexe et compacte de E.

On suppose donc que C “ F1 Y F2 avec F1, F2 fermés de C tels que F1 X F2 “ H.
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1) Justifier que F1 et F2 sont des parties compactes de E.
2) Montrer qu’il existe deux ouverts disjoints (de E) ω1 et ω2 tels que Fi Ă ωi (où i P t1, 2u).
3) Montrer qu’il existe n0 ě 1 tel que Cn0 Ă ω1 Y ω2.
4) Conclure.

Exercice 6.9

Montrer que GL`n pRq “ tM | detpMq ą 0u est connexe par arcs. Est-ce le cas de GLnpRq ?
Montrer que GLnpCq est connexe par arcs.

Exercice 6.10

Dans pR2, }.}2q, montrer que E est connexe puis que son adhérence est connexe mais n’est pas

connexe par arcs, où E “
ď

nPN˚

!

p
1

n
, yq| y P R

)

Y
ď

nPN˚

!

px, nq|
1

n` 1
ď x ď

1

n

)

.

Exercice 6.11

Soient E un espace vectoriel normé et K une partie compacte de E.
1) Justifier que EzK admet une et une seule composante connexe non bornée. On pourra

d’abord montrer que pour tout R ą 0, la partie EzB̊p0, Rq est connexe par arc.
2) On suppose que E est de dimension infinie. On veut montrer que EzK est connexe.
On suppose qu’il y a au moins deux composantes connexes. D’après le 1., il existe une com-

posante connexe non bornée et les autres sont bornées.
Soit x dans une composante connexe bornée.

a) Justifier qu’il existe r ą 0 tel que Spx, rq est incluse dans la composante connexe non
bornée de EzK.

b) On considère l’application ∆ : u P K ÞÝÑ ∆puq “ x`
r

}u´ x}
pu´ xq.

(i) Justifier que ∆ est bien définie et que ∆pKq est une partie compacte de E.
(ii) Justifier que pour tout y P Spx, rq, on a K X rx, ys ‰ H.
(iii) En déduire que ∆pKq “ Spx, rq.

c) Conclure.
3) Montrer que ce n’est pas vrai en général que EzK est connexe lorsque E est de dimension

finie.
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D.M. 1

Exercice 1

Soient pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E à la fois ouverte et
fermée dans E.

Soit a P A. On suppose qu’il existe β R A.
a) Montrer que l’application t P R ÞÝÑ p1´ tqa` tβ est lipschitzienne.
b) Soit U “ tt P R | p1´ tqa` tβ P Au. Montrer que U est une partie ouverte et fermée de

R.
On note K “ U X r0, 1s.

c) Justifier qu’il existe t0 “ maxK.
d) Montrer qu’il existe r ą 0 tel que t0 ` r P K.
e) Conclure.

Exercice 2

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n ě 1.
1) Soient F un hyperplan de E et f une forme linéaire sur F . On veut montrer que f se

prolonge en une forme linéaire rf sur E avec
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rf
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
“ |||f |||.

a) Soit a R F . Prouver l’existence de α P R tel que pour tous x, y P F , on ait

fpxq ´ |||f |||.}x´ a} ď α ď |||f |||.}y ` a} ´ fpyq

On pose rfpx` λaq “ fpxq ` λα pour λ P R et x P F .
b) Montrer que si t ą 0 alors on a rfpu` taq ď |||f |||.}u` ta} pour tout u P F .
c) De même que si t ă 0 alors on a rfpu` taq ď |||f |||.}u` ta} pour tout u P F .
d) En déduire que rfpvq ď |||f |||.}v} pour tout v P E puis | rfpvq| ď |||f |||.}v} pour tout v P E.
e) Conclure.

2) Soient F un sous-espace de E et f une forme linéaire sur F . Montrer que f se prolonge en
une forme linéaire rf sur E avec

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rf
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
“ |||f |||.
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D.M. 2

Soient pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé et K une partie compacte de E. On considère une
application f : K ÝÑ K vérifiant:

@x, y P K , avec x ‰ y }fpxq ´ fpyq} ă }x´ y} .

a) Justifier que l’application x P K ÞÝÑ fpxq ´ x P E est continue.
b) Montrer que m “ inf

xPK
}fpxq ´ x} existe et qu’il existe α P K tel que m “ }fpαq ´ α}.

c) Montrer que fpαq “ α.

Exercice 2

Soient pE, }.}q un espace vectoriel normé, K une partie compacte de E et F une partie fermée de
E.

Montrer que K ` F “ ta` b | a P K, b P F u est une partie fermée de E.

Exercice 3

Soit K une partie non vide de Rn, convexe, compacte, symétrique par rapport à 0 telle que 0
soit un point intérieur de K. On veut montrer qu’il existe une norme p sur Rn telle que K soit la
boule unité de Rn pour p.

On introduit ppxq “ inf
!

t ą 0| 1
t
x P K

)

où x P Rn. Montrer que p est une norme qui répond
au problème. Pour cela,

(i) Justifier que ppxq est bien défini pour tout x P Rn.
(ii) Montrer que ppxq “ 0 si et seulement si x “ 0.
(iii) Pour x non nul, montrer que ppxq´1x P K.
(iv) Pour x non nul et λ ą 0, montrer que ppλxq ď λppxq.
(v) Conclure.


