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INTÉGRATION

EXAMEN

session 2

Exercice 1. (6,5 points=0,5+0,5+1+2+2,5)

1) Soit f un fonction continue sur R et périodique de période T > 0. Montrer que pour tout

a ∈ R, on a

T∫
0

f(t) dt =

a+T∫
a

f(t) dt.

Soit r ∈ [0, 1[.

2) Justifier que Ir =

π∫
−π

ln
∣∣∣1− reit

∣∣∣ dt est bien définie.

3) Montrer que Ir =
1

2
Ir2

4) Déterminer lim
m→+∞

Irm . En déduire la valeur de Ir.

5) Justifier l’existence de I =

π∫
−π

ln
∣∣∣1− eit

∣∣∣ dt. Déduire des questions précédentes la valeur de I.

Exercice 2. (4,5 points=2+2,5) (les deux questions sont indépendantes)

1) On fixe α ∈ [−π, π] et 0 < h < 1. On considère l’intérieur de la fenêtre de Carleson:

W = W(α, h) =
{
(r cos θ, r sin θ) ∈ R2| 1− h < r < 1; θ ∈]α− hπ, α + hπ[

}
Justifier que W est λ2-mesurable et que λ2(W) est fini. Déterminer l’aire de W , i.e. λ2(W).

2) Calculer

∫
D

f dλ2 où D = {(x, y) ∈ R2| x2 < y < 2x2 et 1
x

< y < 2
x
} et f(x, y) = y3.

Indication: on effectuera le changement de variable (x, y) 7→
( y

x2
, xy

)
.



Exercice 3. (4 points=2+2)

Soit n ∈ N, avec n ≥ 1. On pose, pour x ∈ R+: fn(x) =
e−xn√
|1− x2|

quand x 6= 1 et fn(1) = 0.

1) Montrer que fn est intégrable sur R+.

On pose maintenant In =

∫
R+

fn dλ =

+∞∫
0

fn(x) dx.

2) Montrer que la suite (In)n≥1 converge et calculer sa limite.

Exercice 4. (5 points=0,5+(1+1)+(1+1,5))

Soient (Ω,A, µ) un espace mesuré et f (Lebesgue) µ-intégrable.

1) Soit A ∈ A une partie négligeable. Que vaut

∫
A

f dµ ?

2) On suppose (Bn)n≥1 est une suite décroissante de parties mesurables. On note B =
⋂
n≥1

Bn.

a) Montrer que la suite de fonctions f1IBn converge simplement vers f1IB sur Ω.

b) Montrer que lim
n→+∞

∫
Bn

f dµ =

∫
B

f dµ.

3) En déduire:

a) que lim
n→+∞

∫
{|f |≥n}

|f | dµ = 0.

b) que pour tout ε > 0, il existe δ > 0, tel que pour tout B ∈ A, on a

µ(B) ≤ δ =⇒
∫

B

|f | dµ ≤ ε.
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