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INTEGRATION - Session?2

Eléments de correction!

Cours-exercice.
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BJ1) f(0) = 1/12. Apres calcul (IPP), on trouve pour tout n € Z non nul: f(n) = ; 5 )2.
w2n
2) On applique le théoreme de Dirichlet ( f est C! par morceaux et continue) en x = 1/2. On a
: 1 2
f(0) = 1/4 et on obtient — T > 2 2n2 — 1/4 donc Z
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Si on applique Parseval (f est dans L?), on a »_|f(n)|* = /|f| d\ = / xhdxr = s ot donc
neEL —1/2
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Exercice 1.

Dans les deux cas, on utilise le théoréeme de convergence dominée (exercice: le rédiger avec le
théoreme de convergence monotone).

—n| sin(z)|
1) Soit fn(x) = cos (e )

pour z € R*. Elle est continue sur R*. Elle est localement RI
1422 +em
et son intégrale de Riemann généralisée converge car on a la domination |f,(z)| < g(x) =

1
1+ 22’
valable pour tout x € RT et tout entier n, avec g intégrable (continue et une primitive, arctan
converge en l'infini). On a au passage l'existence de l'intégrale de 1’énoncé et sa coincidence avec
I'intégrale au sens de Lebesgue.

D’autre part, pour tout z € R* \ 7N, on a e ™*n@)I tend vers 0 car |sin(z)| > 0; et e™™ tend
vers 0 des que x > 0. Comme 7N est dénombrable donc de mesure nulle, on a que f,(z) converge
vers g(z) pour presque tout x.
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dr = / dz = [arctan(z)];” =
0

Cos (efn\ sin(x)|)
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On conclut donec: lim /

n—-+o00

w[ﬂ
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sin (arctan(nz))
2) Soit h
2) Solt hu(w) = ——A—05
et son intégrale de Riemann généralisée converge car on a la domination, valable pour tout x € [0, 1]
: 1
et tout entier n: |h,(x)| = h,(z) < g(x) = it
arcsin converge en 1). On a au passage l'existence de I'intégrale de I’énoncé et sa coincidence avec

I'intégrale au sens de Lebesgue.
D’autre part, pour tout x €]0, 1], on a arctan(nz) tend vers 7/2 car x > 0. Comme {0, 1} est de

pour z € [0, 1. Elle est continue sur [0, 1]. Elle est localement RI

avec g intégrable (continue et une primitive,
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mesure nulle, on a que h,(x) converge vers pour presque tout z € [0,1]. On conclut donc:

i t
lim sin (arctan(nz lim dz = lim [arcsinz]) =

) g / L / L
T = _— = _— pE——
n—-4o00 / V1 — 12 o 1 — 2 A=1- / 1 — 22 A—1— 2
(la seconde égalité vient de la coincidence entre l'intégrale au sens de Lebesgue et l'intégrale de
Riemann généralisée)

Exercice 2.
€ est un huitieme d’ellipsoide (plein) et I'image de 'ouvert A =0, 1[x]0, 7/2[x]0, 7/2[ par le
C* difféomorphisme (r, 0, @) — (ar cos(0) cos(p), brsin(f) cos(y), cr sin(gp)). On s’en assure comme

dans la cas du changement en coordonnées sphériques (dont il s’agit d’une simple adaptation): Le
jacobien vaut aber? cos(¢) > 0. Ainsi le volume cherché est

A3(E) :/(g dXs :/Aabcr2 cos(p) dAs

Par Fubini-Tonnelli, ceci vaut

1 pw/2 /2 T
/ (/ (/ aber? cos(p) d)\) d)\) d\ = / / / aber? cos(p) dp df dr = ~abe-
10,1[ M J]o,x/2[ N JJo,7/2] 0o Jo 0 6

Pour a = b = ¢, on retrouve bien le volume d’un huitieme de la boule correspondante.

Exercice 4.

cf CC1.



