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Examen INTEGRATION

session 2

Les calculatrices et les documents sont interdits.
La rédaction sera prise en compte dans la notation.

Exercice 1. (2 points)

2 2

Soient a,b > 0. Calculer I'aire (dans R?) de Dellipse (pleine) d’équation Y <

a? b2~

Exercice 2. (3 points)

Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Calculer la limite suivante (si elle existe):

. L h

h—0+
Indication: on pourra faire le changement uw = x/h

Exercice 3. (8 points=1,5+(1+1,5)4(0,5+2)+0,5+1)

Pour t € R* = [0, +00[, on pose f(t) = /
0

1) Montrer que f est effectivement bien définie sur R™.

—+00

2)a) Montrer que pour tout ¢t € R*, f(t) = /
0

1 —coszx i

b) Montrer que f est continue sur R*.

sin x

3) a) Justifier que pour tout x > 0, on a

1
:/ cos(zy) dy.
0

1
b) En déduire que pour tout ¢ > 0, on a f(t) = arctan (E)

T

+oo |
4) En déduire la valeur de / SR

dz.

T

—+00
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5) En déduire la valeur de / <smx> dzx.
x
0




Exercice 3. (3,5 points=1+2,5)

On fixe a € R\ Z et on pose f(t) = exp(2imat) pour ¢t € [—1, %[ On prolonge f par
1-périodicité a R .

1) Calculer les coefficients de Fourier (complexes) de f.

© 2a
2

2) Montrer que weotan(wa) = ~ + »  ———
n=1 as—n

Exercice 4. (4,5 points=0,5+1+(1,5+1)+0,5)

Soient (€, A, 1) un espace mesuré et f € L(Q, A, u).
On veut montrer que pour tout € > 0, il existe § > 0 vérifiant pour tout £ € A:

E) <6 = [ |fldi<e

Supposons que ce ne soit pas le cas !

1) Justifier I'existence de g9 > 0 et d’une suite E,, € A telle que pour tout n € N, on
ait: p(En) <27 et [ |fldu> .
En

2) On pose Sy = U E, et S = ﬂ Sy. Justifier que Sy et S € A. Quelle est la
n>N NeN
mesure (relativement a p) de S?

3)a) Montrer que Nlir}rlm /SN |f| du = /S | f| due.

b) En déduire que / | f] du > eo.
s

4) Conclure.



