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Examen
ARITHMETIQUE

Les calculatrices et les documents sont interdits.

La rédaction sera prise en compte dans la notation.

Cours et application. (7 points=2,5+1+1,5+2)
La notation z désigne la classe de x dans I’ensemble quotient considéré.

1) Expliquer le principe du codage RSA.

2)a) A quelle condition nécessaire et suffisante a-t-on: “il existe u € Z tel que .4 = 1 dans
Z/nZ"?

b) Le démontrer.
¢) Trouver l'inverse de 51 dans Z/106Z.

Exercice 1. (4 points=1,5+1,5+1)

La notation [z], désigne la classe de & dans I’ensemble quotient Z/nZ. On cherche a trouver
tous les x € Z tels que

r=1[3] et x=—1[4] et x =2 [5]
ou encore (avec une formulation équivalente)
[z]s = [1]s et [zla=[-1]4 et [z]s =[2]s

1) Montrer que si xy € Z est une solution particuliere alors l’ensemble des solutions
est xg + 60Z = {xo + 60k| k € Z}.

2)Trouver
e b € Z tel que la classe de 20.b; soit [1]3 dans Z/3Z7
e by € Z tel que la classe de 15.b, soit [1]4 dans Z/4Z7

e b3 € 7 tel que la classe de 12.b3 soit [1]5 dans Z/5Z7

3) Conclure en considérant a = 20b; — 15by + 24bs.



Exercice 2. (11 points=(1,54+1,5)+14+(1+1,5)+(0,5+0,5)+1+1+1,5)

On note P = {pg| k > 1} l'ensemble des nombres premiers, avec pr < pgr1. Ainsi p; = 2,
pa = 3,... On veut démontrer (avec une preuve différente du cours) que la série des inverses des
pr diverge. On suppose le contraire.

1)a) Justifier que tout entier n > 1 s’écrit a®b ot a,b € N et b est un produit de termes p’ ou
les €; € {0,1} et sont nuls & partir d’un certain rang.

b) Montrer que b n’est divisible par aucun carré de nombre premier et que cette écriture est
unique.

Pour N € Navec N > 1, et 5 > 1 on note
Ei(N)= {1 <n < N| n n'est divisible par aucun des p;ou i > j}

Enfin, Cj(N) = card(&;(N)).

2) Soit n € &;(N). On sait que n a une écriture comme dans la question 1. Justifier que
J
a < VN et que b est un élément de { 1125 e € {o, 1}}
i=1

3)a) Montrer que l'application F' suivante est bien définie et injective:

E(N) — {1,....VN} x {f[lp & 6{0,1}}

n — (a,b)

b) En déduire que C;(N) < v/N.27.
4)a) Montrer que le complémentaire de £;(N) dans {1,..., N} est 'ensemble

{1 < n < N|pidivisen}.

k>j
b) Justifier qu’il existe jy > j tel que: pour tout k& > jn, on a {1 <n < N|py divise n} = 0.

1
5) En déduire que N — C;(N) < N- > — (o jy est celui de la question précédente).
j<k<jn FK
I
6) Que vaut lim sup Z — 7
J 70 jI>g k=j+1 Pk

7) Conclure (en soignant la rédaction).



