
Licence Mathématiques 2.
Université d’Artois. 2022-2023.

EXAMEN - session 1

Fonctions d’une Variable Réelle.
3h

Les calculatrices et les documents sont interdits.
La rédaction sera prise en compte dans la notation.

(Barème indicatif=11,5+1+3+1,5+3+4 points)

Questions de cours:
C.1) Définir ce que signifie "la série de terme général an converge".
C.2) Rappeler la définition d’une série absolument convergente, puis montrer que toute

série absolument convergente est convergente.
C.3) (i) Compléter l’énoncé suivant:

Etant données deux suites
`

anqnPN et
`

bnqnPN, on suppose que an „ bn, que la série de terme
général an est à termes ¨ ¨ ¨ et est divergente. Alors la série de terme général bn est ¨ ¨ ¨ vergente
et on a ¨ ¨ ¨ „ ¨ ¨ ¨ .

(ii) Démontrer ce résultat.
C.4) Enoncer le théorème de Heine (en rappelant la définition de "fonction uniformément

continue").
C.5) Rappeler l’énoncé sur la formule de Taylor-Lagrange, puis la démontrer.
C.6) Rappeler la définition de la fonction Γ d’Euler et justifier qu’elle est effectivement

bien définie.
C.7) Montrer qu’une fonction convexe sur un segment est bornée.

Exercice 1. Soit Γ la fonction d’Euler.
Montrer que pour tout z P C avec Repzq ą 0, on a zΓpzq “ Γpz ` 1q.

Exercice 2. On pose σ “
1

2023
¨

a) Justifier que la série de terme général an “
n

n
2

n!
(où n ě 1) est convergente.

b) Justifier que la série de terme général un “
p´1qn

nσ ` 1
(où n P N) est convergente.

c) Est-ce que que la série de terme général un (cf b.) est absolument convergente ?

Exercice 3. Justifier l’existence de la limite de la suite
`

ρn
˘

ně1
(et calculer cette limite),

suite définie pour n ě 1 par

ρn “
1

n

n
ÿ

k“1

k
?
k2 ` n2

¨



Exercice 4.

a) On pose λ “
2022

2023
¨ Justifier la convergence (l’existence) de l’intégrale

ż `8

0

cospxq

xλ
dx .

b) Justifier la convergence (l’existence) de l’intégrale suivante et la calculer.
ż `8

´5

1

x2 ` 4x` 13
dx .

Exercice 5. Soit f une fonction de classe C8 sur R, à valeurs réelles, vérifiant fp0q “ 0.
On considère la fonction ϕ définie sur R par

ϕpxq “

$

’

&

’

%

fpxq

x
si x ‰ 0

? si x “ 0

1. Quelle valeur choisir pour “?” (et on la gardera pour la suite) pour que ϕ soit continue ?
2. On veut montrer que ϕ est de classe C8 sur R.

a) Soient x ‰ 0 et n ě 1 (entier).
(i) En utilisant la formule de Leibniz, montrer que

ϕpnqpxq “
n!

xn`1

n
ÿ

k“0

p´1qn`k

k!
xkf pkqpxq .

(ii) En choisissant judicieusement une des formules de Taylor, montrer qu’il existe un
réel cn,x entre 0 et x tel que

xn`1

pn` 1q!
f pn`1q

`

cn,x
˘

“

n
ÿ

k“0

p´1qn`k

k!
xkf pkqpxq

b) Déterminer lim
xÑ0
x‰0

ϕpnqpxq.

c) Conclure
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