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EXAMEN - session 2
SUITES ET SERIES DE FONCIONS

Les calculatrices et les documents sont interdits.
La rédaction sera prise en compte dans la notation.

Cours-Applications. (6 points)

1) Donner les développements en série entiére des fonctions suivantes (sans justifica-
tion) et préciser le rayon de convergence.

ot a € C* (b) xz+— (1+2)* (a¢N)
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2) Soit (X, ] - [) un espace vectoriel norme.
Rappeler la définition d’une suite de Cauchy et de ce que signifie que (X, - |) est
complet.

3) Soit ( f“)neN une suite de fonctions de classe €' sur un intervalle borné¢ I. On
suppose que la suite (f!),en converge uniformément sur [ vers g : I — R. En rajoutant
une hypothése convenable, montrer que la suite (f,,)nen converge uniformément sur I vers
une fonction f: I — R. Que peut-on dire de f 7 Justifier ce résultat.

Exercice 1. (1,5 points)

Déterminer la rayon de convergence de la série entiére: Z (1 +

n=1



Exercice 2. (3,5 points)

Calculer les sommes des séries entiéres suivantes. On précisera d’abord le rayon de
convergence (et donc avec quelles valeurs de x on travaille)
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2) Z Z E) " (Indlcatlon: on pourra faire intervenir ay = 1 ot k € N et by, = % ou k = 1)

Exercice 3. (3 points)

1 T
Soit (f)n=1 une suite de fonctions définie pour tout x € R par f,(x) = — sin (—) :

1) Justifier la convergence simple de la série de terme général de f,, sur R.
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On note alors pour x € R, S(x) = Z — sin (E) :

1 n n

2) Montrer que S est de classe €' sur R et exprimer S’ (a I’aide d’une série).

Exercice 4. (7 points)

1) Soit ¢ la fonction 27w-périodique définie pour x €] — 7, 7| par ¢(x) = x.
a) Calculer les coefficient de Fourier de ¢.
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b) En déduire la valeur de la somme A = Z — -
n=1 n
c¢) Montrer que mZ_JO m = A_LA puis en déduire la somme nz_]l -
"n(1+¢ In(1+¢
2) On s’intéresse a [ = f Malt et on définit 0(t) = Il +?) sit > —1, non

0
nul; et (0) = 1.

a) Justifier que I est bien définie.

b) Montrer que t €] — 1, 1[— 0(¢) est développable en série entiére (préciser le rayon
de convergence et les coefficients).

“In(1l + 1) & (=1 ign

On fi 0,1]. Mont —dt= )y —————
¢) On fixe z € [0, 1] onrerquefo , nz_]l =

-1 n—1,.n

d) Montrer que la série de fonctions Z ()—I

5 converge uniformément sur [0, 1[.
n

n=1

3) En déduire la valeur de I.



