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EXAMEN - session 1
ANALYSE 4

Eléments de correction

Exercice 1.

1) La fonction ¢ est continue sur R.

Ainsi, & x € R fixé, Papplication t € [0,1] — xq(zt) est aussi continue : F est
effectivement définie pour tout x € R.

Comme 'application (que 'on appelera G) (t,z) € [0,1] x R — zq(xt) est continue,
on sait d’aprés le cours que la fonction F' définie comme une intégrale dépendant du
parameétre x est continue sur R.

oG
2) Pour tout (¢,z) € [0,1] x R, la dérivée partielle a—(t, x) existe et vaut clairement
L2

0
cos(xt) lorsque t # 0; et pour t = 0, on a G(0,z) = x donc 8_(0’ z) = 1. Ainsi la formule
T2

6_(t’ x) = cos(zt) est bien valable pour tout (¢,z) € [0,1] x R.
X2
0
Comme (¢, x) € [0, 1] xR — cos(zt) = F. —(t, =) est continue, la fonction est dérivable
T2

1
(et méme de classe €') avec, pour tout x € R, F'(x) = f cos(xt) dt donc pour z # 0, on a

0
sin(x)

F'(z) =

et F'(0) = 1 (ou encore la formule pour x # 0 se prolonge par continuité).
T

Exercice 2.

On intégre une fonction continue sur un domaine compact du plan. On effectue la
changement de variable en coordonnées polaires et on obtient

2 2
— (2
= f J YTV dedy = U reos0) g
) (:)32+y2+293y+1 (r2 + r2sin(26) + 1)

avec A = [0,1] x [0, 7/4].Donc

/4
1 /4 3 1 _
fzj J r® cos(26) o dr:f — 7”/2 dr
0 0 (7’2 + r2sin(26) + 1) o | 7r?+r?sin(20) + 1 0

) r/2 1 1
y_L (r2+1 - 2r2+1)dr_ 7 2) = gn(3).




Exercice 3.
cos (2nm/3)

1) Soit a, = ———=% pour n > 1.
n
1
~Sin=0(3],onaa,=—
1
~Sin= +1[3 n=—=—"
in= +1[3],onaa 5

1/n

Ainsi lim |a,|7" = 1 donc d’apreés la régle de Cauchy, le rayon de convergence est

n——+0o0
KX = 1.
2) Soit z €] — 1,1[= | — 2, Z[. On a f(z) = %e( J—x") La fonction f est de
n
nz=1

classe € sur ] — 5?,%[ et on a

. A j B j(1 —jz) B 142z
f(x) :%e<2j x > _%€<1—jx> _%6<|1—jx|2> __2(1-1-13—1-1:2)

nz=1

1 1
Donc f(z) = —3 In(1 +z + 2% + f(0) = —§ln(1 + 2 + z%). On obtient finalement

fl@) = —In (V1+z+2?).

Exercice 4.

) 1)
1) (cf T.D.) Les coefficients de Fourier de f valent : f(n) = W
(0 —n

2) (cf TD) On applique le théoréme de Dirichlet a la fonction f qui est de classe €™
par morceaux, en t = m. Cela donne

ounez.

lim i f(n)e™ = %(f (77) + f(7r+)) = %(ei(%r + e_i9”> = cos(7f).

N%Jroon
Or
N . N o : : N :
s sin(76) sin(76) sin(7f)  sin(n) 20 sin(70)
Flmernm = S0 + - 2ot
nZN 70 r; 70 —n) 7w(0+n) 7o ngl (6% — n?)
donc
1 26
meotan(mf) = gt HZ:I P
3) On a, pour n > 1,
{lon(@))s 0 [~ 1/2.1/2]} S R
n ) - ) = Ssu =
TP ot =0 2 =1

1 1
n2_—1 p2

qui est le terme général d’une série convergente (critére de Riemann) puisque



Ainsi la série de fonctions Z gn converge normalement donc uniformément sur [ -1/2,1/ 2].
n=1
De plus toutes les fonctions g,, sont continues sur [— 1/2,1/ 2] donc en 0. Donc G est conti-
nue en 0.

o 1
On note que G(0 Z —
n?

D’autre part, daprés 12; question 2., on a pour tout § € [ —1/2,1/2]\{0} :

1 /1 2 1
G(9) = % (5 — WCOt&H(?TQ)) 573 <ﬁ - Cotan(ﬂ‘e))

En passant a la limite vers 0 (en ), on obtient :

i 1 G(0) = lim 7T—2 (l — Cotan(x)> = lim W—Q sin(e) — @ cos(w)
o2 25027\ 20 2 22 sin(z)
On a 2?sin(x) ~ x3 au voisinage de 0 et
x3 72 3
sin(z) — z cos(z) = (z — 5 +o(z%) —z(1 - 5t o(z%)) = 3 + o(z?)

1 1
donc ili% m(sin(m) — zcos(x)) = 3 et

a) Pour tout n > 1, g, est de classe €* sur [ —1/2,1/2] et pour tout § € [—1/2,1/2],

on a

On constate alors que

26| 1

/
sup{|g,(0)]; 0| —1/2,1/2|}{ = sup =
{lg,,(0)] | —1/2,1/2]} o<1/ (n2 — 02)? (nz_%)Q
: L L. . 1 1
qui est le terme général d’une série convergente puisque 2—1)2 ~
_1 n
4
Ainsi la série de fonctions Z g,, converge normalement donc uniformément sur [ -1/2,1/ 2].

nzl1
De plus toutes les fonctions g, sont de classe € sur [— 1/2,1/ 2]. Enfin il y a convergence

simple en moins un point de la série de fonctions Z gn (on a méme fait bien mieux dans
nz=1

les questions précédentes). Donc G est de classe €' sur [— 1/2,1/ 2]. De plus, pour tout

0el-1/2,1/2],

X 26
_Zm.

n=1



