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EXAMEN - session 1
ANALYSE 4

Les calculatrices et les documents sont interdits.
La rédaction sera prise en compte dans la notation.

Cours-Applications. (3.5 points=2+1.5)

1) Soit α P R��. Donner les développements en série entière des fonctions suivantes et
préciser le rayon de convergence.

(a) lnp1 � xq (b) cospxq (c)
1

α � x

2) Énoncer le théorème de Parseval.

Exercice 1. (3.5 points=1.5+2)

On définit la fonction définie sur R par qpuq � sinpuq
u

pour u P R� et qp0q � 1.

Soit F pxq �
» 1

0

xqpxtq dt �
» 1

0

sinpxtq
t

dt où x P R.

1) Justifier que F est effectivement définie sur R et que F est continue.
2) Montrer que F est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

Exercice 2. (2,5 points)

Calculer¼

D

x2 � y2

�
x2 � y2 � 2xy � 1

�2 dxdy où D �
!
px, yq P R2 | x ¥ y ¥ 0 et x2 � y2 ¤ 1

)
.



Exercice 3.(4 points=1+(0.5+2.5))

Dans cet exercice, on pourra utiliser j � e2iπ{3.

1) Déterminer le rayon de convergence de la série entière
¸
n¥1

cos
�
2nπ{3�
n

xn.

On note fpxq sa somme.

2) Soit x Ps � 1, 1r.

a) Pour z P C tel que |z|   1, rappeler la valeur de
�8̧

n�1

zn.

b) En déduire une expression simplifiée de f 1pxq, puis que fpxq � � ln
�?

1 � x� x2
�
.

Exercice 4. (8.5 points=1+2.5+(1.5+0.5+1.5+1.5))
La question 3. peut être abordée en utilisant directement le résultat de la question 2.

Soient θ P CzZ et fptq � exppiθtq pour t P r�π, πr, prolongée par 2π-périodicité.
1) Calculer les coefficients de Fourier de f .

2) En déduire que πcotanpπθq � 1

θ
�

8̧

n�1

2θ

θ2 � n2
�

3) On note gnpθq � 1

n2 � θ2
pour n ¥ 1 et θ P �� 1{2, 1{2�.

a) Montrer que la série de fonctions
¸
n¥1

gn converge normalement sur
�� 1{2, 1{2�.

On note G la somme de cette série de fonctions.
b) Justifier que G est continue en 0.

c) En déduire que
8̧

n�1

1

n2
� π2

6
�

d) Montrer que G est de classe C 1 sur
� � 1{2, 1{2� et donner une expression de

G1pθq.
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