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Examen - Session 1

ANALYSE 1

Les calculatrices et les documents sont interdits.
La rédaction sera prise en compte dans la notation.

Cours (11 points)

1) Soit E Ă R. Définition de “ E est dense dans R ”:
2) a) Ecrire la définition de

`

un
˘

nPN converge vers `.

b) Soit
`

xn
˘

nPN une suite de réels convergente vers `. Montrer que toute sous-suite converge
aussi vers `.

3) a) Donner la définition d’une suite de Cauchy.

b) Montrer que toute suite convergente est une suite de Cauchy.
c) Quel résultat remarquable a-t-on à propos des suites de Cauchy de réels ? 1

4) Montrer que toute suite croissante majorée converge.
5) Enoncer le théorème de Bolzano-Weierstrass.
6) Soient K un segment et f : K Ñ R une application.

a) Ecrire avec des quantificateurs ce que signifie f continue en tout point de K.
b) Ecrire avec des quantificateurs ce que signifie f uniformément continue.
c) Ecrire la négation de "f uniformément continue".
d) Enoncer le théorème de Heine.
e) Montrer ce résultat.

Exercice 1 (2 points)

Soient α, β P R avec α ă β. Soit f : rα, βs Ñ rα, βs continue. Montrer qu’il existe c P rα, βs tel
que fpcq “ c.

Indication: considérer ∆pxq “ x´ fpxq.

1Pas de preuve demandée



Exercice 2 (5 points

1) On veut démontrer le résultat du cours : Q est dense dans R. On admet qu’il suffit de montrer
que dans tout intervalle ra, bs où 0 ă a ă b, on peut trouver un rationnel. On se donne donc un tel
intervalle.

a) Justifier qu’il existe un entier q ě 1 tel que
1

q
ă b´ a.

b) Justifier que p “ min
!

k P N
ˇ

ˇ k ě aq
)

existe et que p ě 1.

c) Conclure que
p

q
P ra, bs.

2) Soit f : RÑ R une fonction continue surjective.
(i) On considère D une partie dense dans R. Montrer que fpDq “ tfpxq | x P Du est dense

dans R.

(ii) Montrer que
!p3

q3
| p, q P Z, q ‰ 0

)

est dense dans R.

Exercice 3 (3 points)

On veut démontrer "Cesàro": soit
`

xn
˘

nPN une suite de réels qui converge vers `.
On considère la suite définie par

γn “
1

n` 1

n
ÿ

k“0

xk , où n P N.

On veut montrer que
`

γn
˘

nPN converge aussi vers `. On se donne ε ą 0.
1) Montrer qu’il existe un entier n0 ě 1 tel que pour n ě n0, on a

ˇ

ˇγn ´ `
ˇ

ˇ ď
1

n` 1

˜

n0´1
ÿ

k“0

|xk ´ `|

¸

` ε .

2) Conclure.
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