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lors du séminaire à Lille ou de nos séances de groupe de travail. Depuis quelques années,
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faire, en m’expliquant gentiment qu’elle voulait être plus tard une vraie scientifique, elle.
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1.2 Stabilité par réunion et nouveaux exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3 Ensembles minces et géométrie des espaces de Banach . . . . . . . . . . . . 8
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2.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.2 Espaces U , U+ et leurs sous-espaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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Présentation des travaux

Dans cette rédaction, nous présentons un aperçu de nos travaux. Nous rappellerons
quelques unes des notions usuelles de géométrie des Banach, pour les autres nous renvoyons
à [LQ] ou [P3].

On peut dégager trois thèmes majeurs: les ensembles minces en analyse harmonique, la
compacité faible des opérateurs et les opérateurs de composition. Le dénominateur com-
mun de ces travaux est la géométrie des espaces de Banach: elle est tantôt un outil pour
l’étude des ensembles lacunaires ou des opérateurs, tantôt les ensembles minces sont utiles
pour exhiber de nouveaux exemples d’espaces ou illustrer certaines propriétés. L’usage
de la faible compacité peut être vu comme un fil conducteur entre deux thèmes a priori
relativement éloignés comme “Ensembles minces” et “Opérateurs de composition”. Il ne
s’agit que d’un outil (parmi tant d’autres) commun aux travaux sur ces deux thématiques,
mais qui a motivé une partie de la recherche axée exclusivement sur ce sujet: l’étude de la
compacité faible des opérateurs a son intérêt propre. On trouve dans la littérature diverses
caractérisations des opérateurs faiblement compact à image dans un Banach arbitraire.
Bien sûr, elles sont intimement liées à la géométrie du domaine.

1 Ensembles minces

1.1 Généralités

L’étude générale des ensembles lacunaires initiée à la moitié du vingtième siècle a connu
un essor particulier dans les années 1970-80. Pour avoir un aperçu quasi-exhaustif sur
l’évolution du domaine jusqu’en 1983, la référence est la thèse d’état de Déchamps-Gondim
[DG2]. On pourra aussi consulter l’ouvrage [LQ] pour des exposés complémentaires avec
des résultats plus récents.

Nos premiers travaux concernaient les ensembles stationnaires, introduits par Pisier
dans [P1]. Les méthodes développées pour les étudier, notamment via la géométrie des
espaces de Banach, s’adaptent en fait à d’autres classes comme les ensembles p-Sidon (`p

et Cps sont de cotype 2, quand p ∈ [1, 2]).
En utilisant une généralisation des polynômes de Rudin-Shapiro, on démontre que

les ensembles stationnaires ne contiennent pas de parallélépipèdes de taille arbitrairement
grande [14]. D’après un résultat de Miheev [M], ceci implique qu’un ensemble stationnaire
d’entiers positifs {λn} vérifie λn ≥ cns pour un certain s > 1. En particulier, les nombres
premiers ne forment pas un ensemble stationnaire. La question est toujours ouverte pour
les carrés. On ne sait pas construire un substitut des polynômes de Rudin-Shapiro à
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spectre dans les carrés. S’il était possible de trouver des choix de signe εj,n ∈ {±1} tels

que ‖
∑

1≤j≤n
εj,nej2‖∞ = o(

√
n log(n)), cela suffirait pour conclure que les carrés ne sont

pas stationnaires.
Le point de vue probabiliste, sous-jacent au concept d’ensemble stationnaire, ne peut

être remplacé par le point de vue topologique si on veut garder la même notion. Substituer
le point de vue topologique au point de vue probabiliste redonne la notion d’ensemble de
Sidon. Ce fait est un corollaire du théorème suivant qui donne un critère de convergence
inconditionnelle (voir [12]).

Théorème 1.1 Soit X un espace de Banach. Soit une suite (xn)n≥0 d’éléments de X.
On définit

Ω1 = {α ∈ {−1, 1}N;
∑
n≥0

rn(α)xn converge dans X}.

Alors, Ω1 est maigre ou
∑
n≥0

xn converge inconditionnellement dans X.

Les ensembles p-Sidon évoqués précédemment ont été bien étudiés dans les années
70. Une généralisation de cette classe d’ensemble, nommés à l’origine p-Sidon p.s., a été
introduite et caractérisée (dans l’esprit des travaux de Pisier et Bourgain sur les Sidon) par
Rodŕıguez-Piazza. Désormais ces ensembles sont appelés p-Rider. Leur étude est abordée
à nouveau dans [10]. On y montre notamment que pour p ∈ (1, 4/3], un ensemble E
est p-Rider si et seulement si les séries de Fourier aléatoires p.s. continues, à spectre
dans E, s’envoient dans l’espace d’Orlicz associé à la fonction ψr(x) = exp(xr) − 1, où
r = (2− p)/(p− 1) (le cas dégénéré p = 1 correspond bien sûr au théorème de Rider). Le
lien entre p-Sidon et p-Rider est encore mal connu pour p > 1. Il est facile de vérifier que
p-Sidon implique p-Rider mais c’est la réciproque qui pose problème. Toutefois, on montre
dans [9] que tout ensemble p-Rider, avec p < 4/3 est q-Sidon pour tout q > p/(2−p). Les
techniques utilisées permettent aussi d’obtenir des informations sur les mesures à spectre
dans un p-Rider (pour tout p < 2). On obtient ainsi que la suite des coefficients de
Fourier de telles mesures appartient à `α pour tout α > 2p/(2 − p). Bien sûr, cela est
insuffisant pour conclure si un tel ensemble est Λ(s) pour un certain s, même quand p est
(arbitrairement) proche de 1.

1.2 Stabilité par réunion et nouveaux exemples

Nous nous sommes intéressés au problème de la stabilité par réunion pour diverses classes
d’ensembles minces. Nous l’avons abordé sous plusieurs angles et exhibé de nouveaux
exemples: c’est aussi lié à l’étude des connections entre les différentes classes d’ensembles
lacunaires. En fait, bien que les exemples “pratiques” soient des ensembles d’entiers,
les résultats dépassent le cadre des ensembles d’entiers et sont souvent valables dans les
duaux de groupes compacts abéliens.

Pour revenir aux ensembles p-Sidon et p-Rider. Il est clair que la classe des ensembles
p-Rider est stable par union: c’est dû à l’inconditionalité des caractères dans l’espace
Cps. Le problème sur l’union des ensembles p-Sidon est toujours ouvert pour p ∈]1, 2[ et
il serait évidemment résolu si on montrait que les classes d’ensembles p-Rider et p-Sidon
cöıncident. Toutefois, nous avons un résultat partiel: les résultats annoncés plus haut
impliquent que la classe des ensembles qui sont p-Sidon pour tout p > 1 est stable par
réunion.
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Les autres résultats obtenus concernent principalement les ensembles LP et les ensem-
bles de Riesz.

A l’origine, les ensembles LP sont dénommés ensembles ergodiques et apparaissent
dans les travaux de Lust-Piquard [Lu1] sur les moyennes invariantes. Afin d’éviter la
confusion avec les ensembles ergodiques de Bourgain, ils ont été renommés ensembles
LP (ensembles de Lust-Piquard) dans [8], car c’est elle qui a initialisé la recherche sur
ces ensembles. Le lien avec les ensembles de Rosenthal est naturel: tout ensemble de
Rosenthal est LP et une réponse négative à la réciproque n’a été apportée qu’à la fin
des années 80 dans [Lu2], où Lust-Piquard montre que les nombres premiers congrus à 2
modulo 5 forment un ensemble LP, pour lequel le sous-espace de C(T) engendré contient
des copies de c0 et donc ne peut être un Rosenthal (on exhibe un autre exemple dans [8]).
savoir si les nombres premiers eux-mêmes forment un ensemble LP est resté un problème
ouvert jusque récemment. La réponse est positive et on a en fait un résultat plus fort: sa
réunion avec n’importe quel ensemble LP est encore LP [1]. Ceci résulte d’un théorème qui
généralise le principe de localisation que l’on applique usuellement: pour qu’un ensemble
soit LP, il (faut et il) suffit qu’il le soit localement (au sens de la topologie de Bohr) sur
le groupe dual, sauf peut-être sur un ensemble dont on sait déja qu’il est LP (Th.1 de
[1]). En appliquant ce principe dans deux situations opposées (l’ensemble éludé peut être
large ou étroit), on obtient:

Théorème 1.2 1) La réunion de deux ensembles LP est un ensemble LP dès qu’un de
ces ensembles est fermé pour la topologie de Bohr.

2) Soit Λ = E ∪ E ′ un ensemble fermé pour la topologie de Bohr. On suppose que E
est LP et que E ′ est discret pour la topologie induite sur Λ. Alors Λ est un ensemble LP.

On ne sait pas si la réunion de deux ensembles LP est toujours LP.
Il y a un lien entre ce qui précède et les ensembles de Riesz, à plusieurs niveaux.

D’abord, le point 1. du théorème précédent évoque les résultats de Meyer [Me] sur la
réunion d’un Riesz et d’un Riesz fort. D’autre part, sur le lien entre les classes: on a
dit que Rosenthal implique LP (facile), sans être équivalent, et on sait que Rosenthal
implique Riesz. La relation entre LP et Riesz a été précisé par Li [Li1] qui a montré
que tout ensemble LP est un ensemble de Riesz. On savait déjà que la réciproque est
fausse car Katznelson a montré que N n’est pas LP (voir [RS]). En fait, on peut retrouver
conjointement ces deux résultats comme conséquence du théorème suivant [5]

Théorème 1.3 La réunion d’un ensemble LP et d’un ensemble de Riesz est un ensemble
de Riesz.

Ceci généralise aussi un théorème de Dressler et Pigno [DP] affirmant que la réunion
d’un Rosenthal et d’un Riesz est Riesz. Il est d’ailleurs naturel de se demander si ce
résultat n’était pas déjà une conséquence des travaux antérieurs de Meyer. Autrement
dit est-ce que tout Rosenthal ne serait pas Riesz fort (i.e. sa fermeture pour la topologie
de Bohr est Riesz) ? En fait la réponse est négative car on construit dans [5] un ensemble
de Rosenthal qui est dense. La construction généralise l’exemple fondateur de Rosenthal
[Ro], pour lequel 0 est un point d’accumulation. Elle s’inspire aussi d’une construction de
Kunen et Rudin [KR] qui construisent un ensemble Λ(p) (pour tout p) d’entiers dense (en
fait, déjà établi par Katznelson [Ka] par d’autres techniques). Ce résultat a été largement
généralisé par Li-Queffélec-Rodŕıguez-Piazza [LQR], nous y reviendrons. Signalons que
dans la preuve du théorème 1.3, nous avons été amenés à la généralisation suivante du
Th. de Bishop-Carleson-Rudin sur les ensembles de Riesz, qui semble nouvelle, même
dans le cadre classique des fonctions analytiques (i.e. Ec = N):
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Théorème 1.4 Soit G un groupe abélien compact et E ⊂ Γ = Ĝ. Les assertions suiv-
antes sont équivalentes:

i) E est un ensemble de Riesz
ii) Pour tout couple (K,L) de compacts disjoints inclus dans G avec m(K) = 0, tout

η > 0 et toutes fonctions f ∈ CEc(G), et h ∈ C(K) avec ‖f‖∞ < 1, et ‖h‖∞ < 1,
il existe g ∈ CEc(G), avec ‖g‖∞ < 1, vérifiant: |g(x) − f(x)| < η, pour tout x ∈ L et

g(x) = h(x), pour tout x ∈ K.

Exhiber de nouveaux ensembles de Riesz passe souvent par des résultats de stabilité
par réunion. Signalons à ce propos le problème proposé par Rudin dans son article
fondateur [Ru]: trouver les parties E de N telles que Z− ∪ E soit un ensemble de Riesz.
Il a lui-même remarqué qu’un ensemble Λ(1) en fournit un exemple. Rappelons que ce
problème est motivé d’une part par le fait que la réunion de deux Riesz n’est pas Riesz en
général et le Th. de Riesz affirmant que N l’est (donc Z− aussi). Nous avons déjà parlé
des résultats de Meyer sur les Riesz forts, avec comme conséquence que l’union des entiers
négatifs avec les carrés ou les nombres premiers est Riesz. La théorie des ensembles de
Riesz a été renouvelée avec les travaux de Godefroy sur les ensembles bien disposés [Go].
Il retrouve aussi les exemples de Rudin et Meyer. D’autres exemples ont été exhibés dans
[13] puis [7] où on s’intéresse à la réunion avec des ensembles Λ tels que c0 6⊂ CΛ(G) ou
c0 6⊂ L∞Λ (G). Fournier et Pigno avaient montré dans [FP] que certaines classes usuelles
d’ensembles minces d’entiers ont la propriété que leur union avec les entiers négatifs est un
ensemble de continuité. Nous avons établi ce résultat pour les ensembles stationnaires, en
étudiant les mesures à spectre dans de tels ensembles. Toutefois, on peut aussi retrouver
ce résultat comme conséquence des travaux de Hare [H] où elle montre en particulier
que Z− ∪ E est un ensemble de continuité dès que E ne contient pas de parallélépipèdes
arbitrairement grands (ce que l’on a pour les stationnaires).

La technique probabiliste pour exhiber de nouveaux ensembles n’est pas nouvelle. Elle
consiste à sélectionner aléatoirement des ensembles d’entiers (voir [LQ] pour en savoir
plus sur la méthode des sélecteurs). Bourgain [Bo4] l’a utilisée de façon spectaculaire
pour montrer l’existence de vrais Λ(p), pour p > 2 (résultat retrouvé par Talagrand
avec ses techniques de mesures majorantes dans [T]). Plus récemment, Li-Queffélec-
Rodŕıguez Piazza [LQR] construisent aussi aléatoirement des ensembles minces Λ(p) pour
tout p, q-Sidon pour tout q > 1, UC mais aussi uniformément distribués donc Bohr denses
et engendrant un c0 dans C(T). Ces ensembles sont a fortiori non Rosenthal. Cette
construction renforce un résultat de Li [Li2]. Dans [1], on montre qu’en plus on peut
construire de tels ensembles pour que, presque sûrement, ils ne soient pas LP. Neuwirth
[Ne] a montré que la construction de Li d’ensembles Λ(p) non Rosenthal, peut se faire
dans certains ensembles d’entiers tels que les nombres premiers ou les carrés. Toutefois,
ce point ne peut pas s’adapter pour construire de tels ensembles non LP. Si c’était le cas,
cela impliquerait que l’ensemble des nombres premiers n’est pas LP (ce qui est faux).

1.3 Ensembles minces et géométrie des espaces de Banach

Divers résultats ou caractérisations d’ensembles minces s’expriment par des propriétés
géométriques d’un espace invariant par translation naturellement associé. Citons par
exemple le Théorème de Bourgain-Milman [BM] affirmant qu’un ensemble S est Sidon si
et seulement si CS(G) a un cotype fini. Nous avons déjà évoqué le fait que c0 6⊂ CΛ(G)
implique que Λ est Riesz (réciproque fausse), ou est entrainé par Λ Rosenthal (réciproque
ouverte). On peut aussi signaler cette conséquence du Théorème de Rosenthal sur les
sous-espaces réflexifs de L1: E est un ensemble Λ(1) si et seulement si L1

E(G) est réflexif.
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Dans l’esprit du théorème de Bourgain-Milman, on peut se poser une question similaire
pour les sous-espaces invariants par translation de U (cf 2.) ou de l’espace d’Orlicz
gaussien Lψ2 , ou encore pour d’autres espaces d’Orlicz. En ce qui concerne U , nous
avions montré que la situation était la même que pour C(T): UΛ est de cotype fini si
et seulement si Λ est Sidon [10]. La preuve suivait l’argument de [BM]. En fait, on a
remarqué dans [8]: dès que Λ n’est pas un ensemble UC, UΛ contient une copie de c0.
Ainsi si UΛ est de cotype fini, CΛ(T) = UΛ est de cotype fini et le Théorème de Bourgain-
Milman donne la conclusion. Un résultat similaire existe pour les espaces d’Orlicz, quand
ψ satisfait une condition de croissance appelée ∆0, qui nie fortement la condition ∆2:

Théorème 1.5 Soit X0 un sous-espace vectoriel de L∞(Ω,P) sur lequel les normes ‖.‖2

et ‖.‖ψ ne sont pas équivalentes. On suppose que ψ satisfait ∆0.
Alors il existe une suite dans X0 qui engendre un sous-espace isomorphe à c0 dans

Lψ(Ω,P).

En fait, en adaptant les techniques utilisées pour la preuve, on peut donner une version
opérateur plus générale (voir 3.3.2). On en déduit immédiatement la dichotomie suivante

Théorème 1.6 Soit Λ une partie du dual d’un groupe abélien compact G. On suppose
que ψ satisfait ∆0.

Ou bien LψΛ(G) = L2
Λ(G), ou bien LψΛ(G) contient un sous-espace isomorphe à c0.

En particulier, dans le cas gaussien, on obtient grâce au théorème de Pisier [P1]: ou
bien Λ est Sidon, ou bien Lψ2

Λ (G) contient un sous-espace isomorphe à c0. D’autre part,
une conclusion du même type sur Λ existe pour des fonctions ψ générales (voir [10]).

Dans [4], on s’intéresse notamment aux sous-espaces CΛ(T) et UΛ ayant une structure
locale inconditionnelle. Evidemment si Λ est Sidon, ces espaces sont isomorphes à `1 et
ils ont une base inconditionnelle. On sait depuis longtemps que la réciproque n’est pas
vraie pour un groupe quelconque: on peut construire une partie Λ du groupe de Walsh
(dual du groupe de Cantor Ω0) tel que CΛ(Ω0) ait une base inconditionnelle et Λ n’est pas
Sidon [KP]. Un tel exemple n’a toujours pas été exhibé dans le cadre classique du tore.
D’autre part, Pisier [P2] montre que, sauf cas trivial (être Sidon), cela ne peut se produire
pour des ensembles trop lacunaires: dès que S est Λ(2), une structure inconditionnelle
pour CS(G) impose que S est Sidon. Dans [4], on obtient divers résultats qui généralisent
ceci, avec leur équivalent dans UΛ. On se concentre sur le cas du tore et des parties Λ
incluses dans N. Le problème suivant reste ouvert pour de telles parties: est-ce que Λ est
Sidon dès que CΛ(T) a une structure locale inconditionnelle ? Le problème est ouvert,
même sous l’hypothèse plus forte de l’existence d’une base inconditionnelle. Une autre
question reste ouverte sur les Sidon sur ce type de probématique: est-ce que CSc(G) a
une structure locale inconditionnelle quand S est Sidon (infini) ? En fait, curieusement,
on ne sait rien. Sur aucun exemple, on a une réponse positive ou négative. Dès que
S a une hypothèse supplémentaire de lacunarité (disons Λ(1)) et non Sidon, la réponse
est négative en général. Ce type de problème est étudié dans [11] car tout ceci est lié
aux ensembles quasi-Cohen. Les techniques reposent sur la réponse au problème naturel
suivant: quand est-ce que l’identité formelle du quotient C(G)/CΛ(G) dans L2(G) est
2-sommante ? Il se trouve que cela se produit exactement quand le complémentaire de Λ
est quasi-Cohen. On a en fait la caractérisation suivante

Théorème 1.7 Soit E une partie du dual d’un groupe abélien compact G. Les assertions
suivantes sont équivalentes
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i) E est un ensemble quasi-Cohen.
ii) L’injection canonique de CE(G) dans L1

E(G) se factorise par l’injection
canonique de L2(G) → L1(G).

iii) Il existe un Banach X et un opérateur 2-sommant T : C(G)/CEc(G) → X
tels que inf

γ∈E
‖T (γ̇)‖

X
> 0.

Ainsi, si CΛ(G) a la propriété de Gordon-Lewis et que le quotient M(G)/MΛc(G) est
de cotype 2 alors Λ est un ensemble quasi-Cohen. Ceci est lié à une autre question: est-ce
que le quotient L1(G)/L1

S(G) est isomorphe à un sous-espace de L1 quand S est Sidon ?
Des éléments de réponse sont apportés dans [11] mais le problème reste ouvert. A noter
la preuve, légèrement antérieure, de Kalton et Pe lczyński [K-P] que l’espace L1

Sc(G) ne
vérifie pas le Théorème de Grothendieck. Ainsi, par dualité, il existe des opérateurs de
L∞(G)/L∞S (G) dans un espace L1 non 2-sommants. Il faut considérer des opérateurs non
invariants par translation (on voit très facilement que tout opérateur de convolution de
L1
Sc(G) dans L2 est absolument sommant) et on peut imaginer que dans les problèmes

précédents, il faille distinguer le cas des opérateurs de convolution des autres.

2 Espaces de séries de Fourier uniformément conver-

gentes

2.1 Généralités

Rappelons que l’espace U des séries de Fourier uniformément convergentes est l’espace
des fonctions continues f sur le tore dont les sommes partielles SN(f) convergent uni-
formément vers f . On note SN(f) =

∑
|n|≤N

f̂(n)en, avec en(t) = e2iπnt.

L’espace U+ est l’espace des séries de Taylor uniformément convergentes. Autrement
dit U+ = U ∩ A(D).

L’espace des séries de Fourier uniformément convergentes a déjà fait l’objet de nom-
breux travaux. Toutefois, son étude du point de vue de la géométrie des Banach est
partielle. De nombreuses questions naturelles restent ouvertes. On sait depuis longtemps
que U et U+ ne sont pas isomorphes à C(T). Bourgain a démontré que l’algèbre du
disque n’admet pas de base besselienne [Bo1]. Ceci implique que U et U+ ne sont pas
isomorphes à A(D). De façon surprenante, la question de savoir si U et U+ ne sont pas
isomorphes entre eux a été ignorée. On répond négativement à la question dans [4]. C’est
une conséquence du théorème suivant

Théorème 2.1 Tout opérateur 1-sommant de U dans un espace K-convexe est compact.

En effet, cette propriété de U est clairement stable par isomorphisme. Or la projection
de Paley de U+ dans l’espace de Hilbert `2 est 1-sommante et non compacte.

2.2 Espaces U , U+ et leurs sous-espaces

Nous avons déjà évoqué l’étude des sous-espaces invariants de U , à spectre lacunaire,
en terme de structure inconditionnelle. Mais qu’en est-il pour les espaces U et U+ eux-
mêmes? Il est bien connu que l’espace des fonctions continues C([0, 1]) a une telle structure
et que l’algèbre du disque n’en a pas (A(D) n’a pas non plus la propriété de Gordon-Lewis).
On montre facilement que le même argument fonctionne pour U+: l’espace U+ n’a pas
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la propriété de Gordon-Lewis. Pour l’espace U , c’est plus délicat mais on montre qu’à
ce niveau, sa nature se rapproche de celle de A(D) plutôt que de celle de C([0, 1]). Ces
résultats sont quantifiés dans [4]:

Théorème 2.2 Il existe une constante C > 0 telle que pour tout entier N ≥ 1:

i) gl(U[0,N ]) ≥ C
√

log(N).

ii) gl(U[−N,N ]) ≥ C
√

log(N).

On rappelle que la constante de Gordon-Lewis gl(X) d’un Banach (ayant cette pro-

priété) est la borne supérieure de tous les ratio
γ1(T )

π1(T )
sur les opérateurs 1-sommants T

(bornés de X dans un Banach Y ). γ1(T ) est la constante de factorisation de T par un
espace L1 et π1(T ) est la norme 1-sommante de T .

Notons que le point (ii) implique bien que l’espace U n’a pas la propriété de Gordon-
Lewis. Celle-ci ne passe pas a priori au sous-espace mais passe bien aux sous-espaces
complémentés. Or U[−N,N ] est 1-complémenté dans U , par la convolution par le noyau de
Dirichlet. On ne sait pas si ces inégalités sont optimales.

Évidemment, tout ceci implique que ni U ni U+ n’ont de base inconditionnelle. On
sait par ailleurs que lorsque qu’un espace de Banach vérifie l’identité de Daugavet, cela lui
interdit l’existence de base inconditionnelle. Ainsi, on peut se demander si U et U+ ont la
propriété de Daugavet. Rappelons que cela signifie que tout opérateur T : X → X de rang
1 (c’est alors vrai pour tout opérateur faiblement compact) vérifie l’identité ‖I − T‖ =
1 + ‖T‖. Beaucoup d’espaces partagent cette propriété: C([0, 1]), A(D), L1([0, 1]),...(voir
[KSSW] par exemple). Mais

Théorème 2.3 U et U+ n’ont pas la propriété de Daugavet.

Pour prouver ce théorème [4], le premier réflexe est de s’intéresser à l’opérateur de
convolution par le noyau de Dirichlet (i.e. l’opérateur Sn qui à f associe sa nième somme
de Fourier), pour lequel I − Sn est l’opérateur qui à f associe le reste partiel d’ordre
n + 1. Toutefois, ce n’est pas ce type d’opérateur qui permet de conclure: pour tout n,
on a ‖I − Sn‖ = 2. Les techniques utilisées s’adaptent à des espaces UΛ remplissant une
condition arithmétique, facilement réalisée par N et Z. Bien sûr, la propriété de Daugavet
est stable par isométrie mais pas par isomorphisme. Ainsi, ce théorème n’empêche pas
qu’il puisse exister sur U ou U+ des normes équivalentes pour lesquelles la propriété de
Daugavet soit vraie.

3 Compacité faible des opérateurs et applications

3.1 Espaces riches

Dans [7], on s’intéresse à la notion de sous-espace riche de C(K), où K est compact,
introduite par Bourgain dans les années 80 pour l’étude de certains espaces de fonctions
analytiques, et des espaces de Sobolev [Bo2]. Elle a été réellement dégagée (et ainsi
dénommée) par Wojtaszczyk dans son ouvrage [W]. Rappelons que X est un sous-espace
riche de C(K) s’il existe une mesure de probabilité σ sur K telle que: pour toute fonction
h ∈ C(K) et toute suite (xn)n dans la boule unité de X, convergente vers 0 dans L1(K, σ),
la distance (uniforme) de hxn à X converge vers 0.
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L’intérêt de cette notion est que si X est un sous-espace riche de C(K) alors X a
deux propriétés remarquables (communes avec C(K) lui-même) : X a la propriété (V)
de Pe lczyński, et X∗ (donc X) a la propriété de Dunford-Pettis. Rappelons qu’un espace
de Banach X a la propriété (V) de Pe lczyński si tout opérateur non faiblement compact,
de X dans un espace de Banach arbitraire, fixe une copie de c0. Un espace de Banach
X a la propriété de Dunford-Pettis si tout opérateur, de X dans un espace de Banach
arbitraire, faiblement compact est complètement continu (i.e. envoie une suite faiblement
convergente sur une suite convergente en norme). L’exposé synthétique de Diestel [D] fait
le point sur ces deux propriétés jusqu’en 1980, donc la notion d’espace riche n’y apparâıt
pas.

Nous démontrons que divers espaces sont riches, “enrichissant” les exemples déjà
donnés par Bourgain ou Wojtaszczyk. Ce point de vue permet de retrouver très sim-
plement des résultats connus et surtout d’en obtenir des versions plus générales.

Par exemple, Godefroy et Saab [GS] avaient montré qu’un sous-espace X de C(K)
dont l’orthogonal est réflexif a la propriété (V) de Pe lczyński. Nous démontrons que c’est
en fait un sous-espace riche de C(K).

a) Sur les sous-espaces invariants par translation de C(G), où G est un groupe abélien
compact. On obtient notamment

Théorème 3.1 1) Soit E le complémentaire d’un ensemble Λ(1), alors CE(G) est un
sous-espace riche de C(G).

2) Soit E le complémentaire dans N d’un ensemble Λ(1), alors CE(T) est un sous-
espace riche de C(T).

Les espaces précédents ont en particulier la propriété de Dunford-Pettis. On ne sait
toujours pas si c’est un fait général: Bourgain pose la question de savoir s’il existe une
partie Λ ⊂ Γ telle que CΛ(G) n’ait pas la propriété de Dunford-Pettis. Le théorème
précédent permet d’exhiber de nouveaux espaces quotients de L1 ayant la propriété de
Dunford-Pettis.

b) Sur les sous-espaces invariants par translation de l’espace des séries de Fourier
uniformément convergentes (ils ne sont pas tous riches). Précisons que ces espaces rentrent
bien dans la catégorie des sous-espaces des fonctions continues sur un compact. Pas
seulement de façon abstraite comme tout Banach séparable, mais de façon très concrète
(et pratique) en associant à f ∈ U la fonction Ff ∈ C(T×K0), où K0 = {0}∪{1/n|n ≥ 1},
définie par F (x, 0) = f(x) et Ff (x, 1/n) = Sn(f)(x), la somme partielle de Fourier d’ordre
n de f en x. On obtient notamment

Théorème 3.2 1) Soit E est le complémentaire d’un ensemble Λ(2), alors UE est un
sous-espace riche de C(T×K0).

2) Soit E est le complémentaire dans N d’un ensemble Λ(2), alors UE est un sous-
espace riche de C(T×K0).

Tous ces résultats ont des applications; bien sûr, comme on l’a signalé, nous avons de
nouveaux espaces ayant la propriété de Dunford-Pettis et la propriété (V) de Pe lczyński:
ceci était connu pour U et U+ (i.e. quand E est vide): [Bo3], [S1], [S2]. Mais cela permet
aussi construire de nouveaux ensembles de Riesz et ainsi d’améliorer des résultats de [13].
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3.2 Un espace particulier sans la propriété (V)

Nous présentons ici un exemple d’espace invariant par translation sans la propriété (V) de
Pe lczyński. En fait, l’intérêt de cet espace est de fournir un exemple d’ensemble mince Λ
tel que CΛ(T) contienne c0 mais qui est loin d’avoir la propriété (V) (i.e. avoir “beaucoup”
de c0) dans la mesure où CΛ(T) contient un sous-espace (invariant par translation en plus)
complémenté, isomorphe à `1. Nous ne connaissons pas de référence où de tels exemples
aient été produits, même s’il parâıt raisonnable que beaucoup d’autres exemples soient
faciles à construire. L’exemple proposé ici n’a pas été publié. Nous donnons donc une
preuve.

En fait, la construction s’appliquera à un type d’ensemble particulièrement bien connu:
les ensembles polynômiaux. On notera P = P (N), où P est un polynôme tel que P (N) ⊂ N
et ayant un degré supérieur à 2.

Nous présentons un lemme général qui s’appliquera facilement par la suite [0].

Lemme 3.3 Soit Λ une partie de N, réunion finie de parties dont le pas tend vers l’infini.

Alors toute partie infinie Λ′ ⊂ Λ contient une suite de Hadamard H telle que CH(T)
soit complémenté dans CΛ(T).

L’hypothèse “le pas de E tend vers l’infini” signifie que λn+1−λn → +∞ quand E = {λn}.
Nous noterons [A] la maille engendrée par une partie finie A:

[A] =
{∑
a∈A

εaa| εa ∈ {−1, 0, 1}
}
.

En fait, on a la même conclusion avec une hypothèse plus faible: il suffit d’avoir
l’existence de p0 ≥ 1 tel que pour une infinité de valeur de p, on puisse trouver λp ∈ Λ′ ⊂ Λ
vérifiant Λ∩ ([λp − (p0 + p), λp − p0] ∪ [λp + p0, λp + p0 + p]) = ∅. Quitte à extraire, cette
suite peut être supposée Hadamard.

Justifions que c’est effectivement une hypothèse plus faible. Pour cela, supposons que
Λ′ ⊂ Λ = ∪1≤j≤dΛj, où Λ′ est infinie et le pas des Λj tend vers l’infini. On va noter δλ la
distance de λ à son complémentaire dans Λ. Si sup

λ∈Λ′
δλ = +∞, alors on a la conclusion avec

p0 = 1. Sinon, sup
λ∈Λ′

δλ = M1 ≥ 1 et on considère δ
(1)
λ la distance de λ à Λ\ [λ−M1, λ+M1].

À nouveau, soit sup
λ∈Λ′

δ
(1)
λ = +∞, auquel cas p0 = M1+1 convient, soit sup

λ∈Λ′
δ
(1)
λ = M2 > M1.

Et on réitère le procédé. Celui-ci s’arrête, et on a un p0, comme promis. En effet, si on
pouvait continuer ainsi jusqu’à obtenir Md, on aurait une contradiction: par hypothèse,
pour λ 6= λ′ assez grands (supérieurs à un certain N), appartenant à un même Λj (j
quelconque), on a |λ − λ′| > Md. Choisissons λ1 ∈ Λ′ avec λ1 > N + Md. En fait
λ1 ∈ Λj1 pour un certain j1. Par définition de M1, on peut trouver λ2 ∈ Λj2 (où j2 est
nécessairement différent de j1) avec |λ1 − λ2| ≤ M1. De même, on peut trouver λ3 ∈ Λj3

(où j3 /∈ {j1, j2}) avec |λ1 − λ3| ≤ M2 et λ3 /∈ [λ1 −M1, λ1 + M1]. Et ce jusqu’à l’étape
d+ 1. Mais on obtiendrait ainsi j1, . . . , jd+1 distincts à valeurs dans {1, . . . , d}.

Preuve lemme. Soit p0 donné par la remarque précédente. Supposons p0 < h1 <
· · · < hp construits dans Λ′ ⊂ Λ avec hj+1 ≥ 3hj; [{h1, . . . , hp}] ∩ Λ = {h1, . . . , hp} et
[{h1, . . . , hp}] ∩ [−p0, p0] = {0}. En notant L = h1 + . . .+ hp. On peut trouver hp+1 ∈ Λ′

tel que [hp+1 − L, hp+1 + L] ∩ (Λ\]hp+1 − p0, hp+1 + p0[) = ∅ et hp+1 > 3hp. Dès lors, la
suite (hn) est Hadamard et [{h1, . . . , hp+1}] ∩ Λ = {h1, . . . , hp+1}. On considère alors les
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produits de Riesz associés

RN(x) = 2
N∏
n=1

[1 + cos(2πhnx)].

Un argument standard de compacité préfaible dans M(T) fournit une mesure µ bornée
par 2 dont les coefficients de Fourier valent 1 sur H et s’annulent sur Λ \H. L’opérateur
de convolution par µ est donc une projection invariante par translation de CΛ(T) sur
CH(T).

Théorème 3.4 Soit Λ une partie de N, réunion finie de parties dont le pas tend vers
l’infini.

Alors
i) CΛ(T) contient une copie de `1 complémentée.
ii) L1

Z−∪Λ(T) contient une copie de `2 complémentée.
iii) CΛ(T) n’a pas la propriété (V) de Pe lczyński.
En particulier, CP(T) n’a pas la propriété (V) de Pe lczyński, mais contient des sous-

espaces isomorphes à c0.

On notera également d’autres conséquences de (i): CΛ(T) ne peut vérifier le Théorème
de Grothendieck (version duale). Dans le même esprit, (ii) implique que L1

Z−∪Λ(T) ne
vérifie pas le Théorème de Grothendieck et n’a pas la propriété de Dunford-Pettis.

On pourrait aussi en déduire en utilisant les techniques de [4], Th. 1.13, que Z− ∪ Λ
est un ensemble de continuité. Cependant, ce résultat se retrouve via la caractérisation
arithmétique de Host-Parreau [HP].

Preuve. Le point (iii) est clairement une conséquence de (i).
Les points (i) et (ii) se déduisent du lemme précédent: la suite de Hadamard H est

un ensemble de Sidon: CH(T) est isomorphe à `1. L’espace L1
H(T) est isomorphe à `2 (H

étant Sidon donc un ensemble Λ(2)). La complémentation dans CΛ(T) étant invariante par
translation, c’est équivalent à l’existence d’une mesure µ dont les coefficients de Fourier
valent 1 sur H et 0 sur Λ \H (en fait la mesure µ donnée par la preuve du lemme). La
convolution par µ donne donc une complémentation bornée de L1

Λ(T) sur L1
H(T). Enfin,

on peut “rajouter” les entiers négatifs en utilisant le lemme 1.5 de [4].
Bien sûr le pas tend vers l’infini pour les ensembles polynômiaux. Le fait que CP(T)

contienne des sous-espaces isomorphes à c0 a été établi par Lust-Piquard dans [Lu2] dans
le cas d’un monôme P (X) = Xs, où s ≥ 2. Toutefois, son argument s’adapte ici.

Ajoutons quelques remarques: dès que Λ contient A+B, où A et B sont infinis, Λ ne
peut être réunion finie de parties dont le pas tend vers l’infini. C’est par exemple le cas
de {3n + 3m|n > m}. Toutefois, cet ensemble a la propriété arithmétique du lemme et on
peut donc contruire des copies complémentées de `1: il suffit de choisir p0 = 1 et les λj
parmi les 3j + 3j−1.

Enfin, on adapte immédiatement l’argument de Déchamps-Gondim [DG1] (lemmes
6.1, 6.2 et corollaire) pour voir que tout p-Rider est réunion finie de parties dont le pas
tend vers l’infini, quand p < 4/3. Ainsi l’exemple de Li-Queffélec-Rodŕıguez Piazza [LQR],
qui contient une copie de c0, contient aussi une copie complémentée de `1, il n’a donc pas
la propriété (V).

Enfin, en lien avec la question de savoir si les carrés forment un ensemble stationnaire:
on voit facilement que de tels ensembles contiennent une copie complémentée de `1 (donnée
par tout Sidon infini contenu dans l’ensemble stationnaire). Ainsi, le théorème précédent
vient confirmer la pertinence de cette question...
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3.3 Absolue continuité

Diverses caractérisations des opérateurs faiblement compacts existent; elles sont intime-
ment liées à la géométrie du domaine. Une de celles-ci a particulièrement suscité notre
attention: la caractérisation de tels opérateurs sur C par Niculescu en terme d’absolue
continuité (voir [N] ou [DJT] p.309), généralisée aux C∗-algèbres par Jarchow [J].

On rappelle qu’un opérateur T : X → Y est absolument continu s’il existe j : X → Z,
absolument sommant tel que pour tout ε > 0, on puisse trouver kε > 0 vérifiant: pour
tout x ∈ X, ‖T (x)‖ ≤ kε‖j(x)‖+ ε‖x‖.

On vérifie facilement qu’un tel opérateur est faiblement compact. La réciproque n’est
pas toujours vraie: sur un espace réflexif de dimension infinie, c’est clairement faux.
Toutefois, Niculescu a démontré que c’est vrai sur l’espace des fonctions continues sur un
compact.

3.3.1 L’algèbre du disque et H∞

On peut facilement adapter les techniques utilisées dans la preuve de Jarchow pour re-
marquer que cette caractérisation s’étend pour des opérateurs faiblement compacts sur un
sous-espace de C dont le dual a de bonnes propriétés de relèvement de ses parties faible-
ment compactes. Or c’est exactement ce que nous apprend le Théorème de Chaumat sur
L1/H1 (voir [C]). On a ainsi [6]

Théorème 3.5 Un opérateur T , borné de l’algèbre du disque A(D), à valeurs dans un
Banach Y , est faiblement compact si et seulement s’il existe une mesure de probabilité σ
sur T telle que pour tout ε > 0, on puisse trouver kε > 0 vérifiant: pour tout f ∈ A(D),

‖T (f)‖ ≤ kε‖f‖L1(σ)
+ ε‖x‖∞.

Bien que nous ne l’ayons pas publié, il est clair que l’on a aussi une version du théorème
précédent pour les sous-espaces de C dont l’orthogonal est réflexif. Il suffit d’appliquer la
Proposition 1.3 de [6] et un lemme de Lohman sur les relèvements des suites faiblement
Cauchy dans les quotients par un sous-espace ne contenant pas de copie de `1.

Une version adaptée existe pour H∞. Ici, on gagne un bonus: la norme L1 est relative
à la mesure de Lebesgue, le “prix à payer” est une hypothèse de continuité préfaible de
l’opérateur (que l’on ne peut éviter).

Théorème 3.6 Soit Y un espace de Banach et T : H∞ → Y ∗ un opérateur borné. T est
faiblement compact et préfaiblement continu si et seulement si pour tout ε > 0, il existe
kε > 0 tel que pour toute f ∈ H∞:

‖T (f)‖ ≤ kε‖f‖1 + ε‖x‖∞.

3.3.2 L’espace de Morse-Transue

La théorie des espaces d’Orlicz a été et est encore abondamment étudiée. Fixons un
espace de probabilité (Ω,A,P), l’espace d’Orlicz Lψ associé à la fonction ψ convexe,
strictement croissante, nulle en 0, est l’espace des fonctions mesurables f telles qu’il
existe une constante C > 0 vérifiant∫

Ω
ψ(|f |/C)dP ≤ 1.

La norme ‖f‖ψ de f est alors la borne inférieure de telles constantes C.
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L’espace de Morse-Transue Mψ est l’espace des fonctions mesurables f pour lesquelles∫
Ω
ψ(|f |/C)dP est finie pour tout C > 0. On a évidemment Mψ ⊂ Lψ. Ces notions

généralisent les espaces de Lebesgue Lp usuels. L’espaceMψ est séparable (dès que l’espace
de probabilité l’est) tandis que Lψ ne l’est pas en général. Sous certaines conditions de
croissance (en l’occurence ∇2), L

ψ est le bidual de Mψ. On peut aussi voir Mψ comme la
fermeture de L∞ dans Lψ. Il est naturel de se poser la question d’une caractérisation de
la faible compacité des opérateurs définis sur Mψ. Avant de répondre à cette question,
nous avons le critère général suivant [3] sur les opérateurs ne fixant pas de copie de c0.

Théorème 3.7 Soient ψ une fonction d’Orlicz (quelconque), X un sous-espace de Mψ

et T un opérateur de X dans un Banach Y .
Alors T ne fixe aucune copie de c0 si et seulement si

∀ε > 0 ∃Cε > 0 : ‖Tf‖ ≤
[
Cε

∫
Ω
ψ
(
ε
|f |
‖f‖ψ

)
dP + ε

]
‖f‖ψ, ∀f ∈ X.

On en déduit que ceci caractérise les opérateurs faiblement compacts dès que ψ sat-
isfait ∇2. C’est dû à la propriété (V) pour les sous-espaces de Mψ, démontrée par D.
Werner ([HWW] par ex.). Bien sûr, si la croissance de ψ est trop faible (typiquement
polynomiale), plus précisément si ψ satisfait ∆2 et ∇2, l’espace est réflexif, ainsi il n’y
a aucune caractérisation particulière à attendre. A noter que dans ce cas, le théorème
précédent est juste mais...trivial.

Une version en terme d’absolue continuité peut ainsi être obtenue pour tous les sous-
espaces de Mψ [3]:

Théorème 3.8 Soient ψ une fonction d’Orlicz vérifiant la condition ∆0, X un sous-
espace de Mψ et T un opérateur de X dans un espace de Banach Y .

Alors T est faiblement compact si et seulement si

∀ε > 0, ∃Cε > 0, ‖T (f)‖ ≤ Cε‖f‖1 + ε ‖f‖ψ, ∀f ∈ X.

En fait, la norme dans L1 peut être remplacée par la norme dans un Lp (1 ≤ p <∞).
Ce résultat a pour corollaire le Théorème 1.5.

On ne peut a priori pas affaiblir radicalement les hypothèses dans ce théorème. Ainsi,
on ne peut pas obtenir de critère similaire en remplaçant l’espace de Morse-Transue par
l’espace d’Orlicz lui-même. C’est essentiellement dû au fait que L∞ n’est pas dense
dans Lψ. D’autre part, la condition ∆0 qui nie fortement la condition ∆2, ne peut être
remplacée par “ψ ne satisfait pas ∆2”. Voir [3] pour les exemples.

4 Opérateurs de composition et applications

Les opérateurs de composition sur les espaces de Hardy ont été largement étudiés, et le
sont toujours. Il reste pourtant des champs inexplorés, par exemple dans le cadre des
espaces d’Orlicz. Rappelons qu’un opérateur de composition Cϕ, associé à une fonction
analytique ϕ : D → D, est défini par Cϕ(f) = f ◦ ϕ, pour f appartenant à un certain
espace de fonctions holomorphes sur le disque. La continuité est essentiellement assurée
par le principe de subordination pour tous les espaces que nous considérons. Le cas des
“gros” espaces (typiquement Hp, où 1 ≤ p < ∞) est bien connu (voir par exemple les
ouvrages [Sh],[C-mC]). Nous nous sommes intéressés aux “petits” espaces, ce qui a amené
aussi à préciser certains résultats classiques.
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4.1 L’algèbre du disque et H∞

Le problème de la compacité des opérateurs de composition Cϕ sur A(D) et H∞ est facile:
ils sont compacts si et seulement si ‖ϕ‖∞ < 1. Le problème de la faible compacité de
tels opérateurs a tout son sens ici, alors que c’est une question triviale dans les Hp quand
p > 1. Dans le cas de H1, Sarason [Sa] a démontré que Cϕ est compact si et seulement
si il est faiblement compact (ce qui coincide avec la compacité dans les espaces Hp). Le
même phénomène se produit pour les normes sup. Plus précisément, dès que l’opérateur
de composition par ϕ est faiblement compact, alors cet opérateur est dans tous les idéaux
usuels d’opérateurs [6]:

Théorème 4.1 Soit Cϕ : H∞ → H∞, l’opérateur de composition par ϕ. Les assertions
suivantes sont équivalentes:

i) ‖ϕ‖∞ < 1.
ii) Cϕ se factorise par l’identité de H∞ dans H1.
iii) Cϕ est 1-sommante.
iv) Cϕ est γ-sommant.
v) Cϕ est nucléaire.
vi) Cϕ est compact.
vii) Cϕ faiblement compact.

On a le même résultat pour les opérateurs de composition sur l’algèbre du disque. En
fait, la cöıncidence de la faible compacité et de la compacité avait déjà été établie pour
les morphismes d’algèbres sur ces espaces dans [AGL] et [GL] mais nous utilisons un tout
autre point de vue: l’absolue continuité des opérateurs (voir la partie 3.3.1).

4.2 Espaces de Hardy-Orlicz

Avant tout, précisons le cadre. Il y a plusieurs façons de voir les espaces de Hardy-
Orlicz. Etant donnée une fonction d’Orlicz ψ, l’espace de Hardy-Orlicz Hψ est l’espace des
fonctions analytiques sur D telles que (par exemple) il existe f ∗ ∈ Lψ(T) avec f̂ ∗(n) = 0
pour n < 0 et f(z) =

∑
n≥0 f̂

∗(n)zn, z ∈ D. La norme de f est définie par ‖f‖Hψ = ‖f ∗‖ψ.
On note HMψ l’espace de Hardy-Morse-Transue, i.e. le sous-espace {f ∈ Hψ ; f ∗ ∈
Mψ(T)}.

Nous avons vu dans 3.3.2 un critère de faible compacité, en terme d’absolue continuité,
pour les opérateurs définis sur l’espace de Morse-Transue. Comme ce point de vue s’est
avéré fructueux pour l’étude des opérateurs de composition sur l’algèbre du disque et
H∞, on cherche bien sûr à adapter ceci au cadre des espaces d’Orlicz. Cette démarche
est payante et permet de caractériser la faible compacité des Cϕ. Néanmoins, nous ne
nous contentons pas dans [2] de la faible compacité: l’appartenance à d’autres idéaux
d’opérateurs est étudiée. Bien entendu, les résultats dépendent de la nature de la fonction
d’Orlicz associée et on peut s’attendre à tout un éventail de comportement lorsque ψ se
situe entre les extrêmes H1 et H∞ (voir l’annexe 5.4 pour différentes notions de croissance
et de régularité). Nous ne présentons pas ici tous les résultats de [2]. Signalons tout de
même que le cas gaussien (ψ(x) = ψ2(x) = exp(x2)) est entièrement caractérisé (ce n’est
qu’un cas particulier de ce qui se passe dès que ψ vérifie la condition ∆2). Noter la
différence avec le cas hilbertien.

Théorème 4.2 Les assertions suivantes sont équivalentes:

1) Cϕ:Hψ2 → Hψ2 est borné pour l’ordre dans Mψ2(T);
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2) Cϕ:Hψ2 → Hψ2 est compact;

3) Cϕ:Hψ2 → Hψ2 est faiblement compact;

4) 1
1−|ϕ| ∈ L

p(T),∀p ≥ 1;

5) ∀q ≥ 1 ∃Cq > 0: m(1− |ϕ| < λ) ≤ Cqλ
q;

6) ∀q ≥ 1 ‖ϕn‖1 = o (n−q);

7) ‖ϕn‖ψ2 = o (1/
√

log n).

Signalons que pour une croissance moins forte, certains résultats subsistent. Par exem-
ple, si ψ satisfait ∆0 alors Cϕ est compact dès qu’il est faiblement compact. Par contre,
on peut exhiber une fonction d’Orlicz satisfaisant ∆1 et un opérateur de composition
compact, mais non borné pour l’ordre.

Dans ce cadre, comme dans le cadre du paragraphe précédent, le comportement de
Cϕ dépend du comportement au bord (i.e. sur le cercle) de ϕ. Or dans le cadre classique
hilbertien, il n’y a pas de résultat de ce genre. Le théorème de Shapiro qui caractérise la
compacité à l’aide de la fonction de comptage de Nevanlinna utilise les valeurs de ϕ dans
le disque. Mais n’y a t-il pas une caractérisation par les valeurs du module au bord ? La
réponse est négative:

Théorème 4.3 Il existe deux fonctions analytiques ϕ1 et ϕ2 de D dans D ayant mêmes
modules sur T mais pour lesquelles les opérateurs de composition associés sont de natures
différentes:

Cϕ2 :H
2 → H2 est compact alors que Cϕ1 :H

2 → H2 ne l’est pas.

L’outil essentiel pour le résultat précédent est une caractérisation antérieure à celle de
Shapiro, due à McCluer [McC], en terme de mesures de Carleson: l’opérateur Cϕ sur H2

est compact si et seulement la mesure image par ϕ des fenêtres de Carleson d’ouverture
h est o(h). En fait, cela marche de la même façon sur Hp. Rappelons que la fenêtre
de Carleson centrée en w ∈ T, d’ouverture h est W (w, h) = {z ∈ D ; |z| ≥ 1 − h et
| arg(zw̄)| ≤ h}. Les travaux autour des mesures de Carleson sont toujours d’actualité
([HJ],[BJ],...). On souhaite naturellement l’existence d’un critère similaire dans le cadre
des espaces d’Orlicz. On a la caractérisation suivante de la compacité. Noter que dans
le cas particulier où µ = µϕ est la mesure image de ϕ : D 7→ D, la compacité de Iµϕ
et de Cϕ sont équivalentes et cela donne bien un critère de compacité des opérateurs de
composition.

Théorème 4.4 Soient µ une mesure de Borel finie sur le disque fermé D et ψ une fonc-
tion d’Orlicz satisfaisant ∇0. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1) L’identité Iµ de Hψ dans Lψ(µ) est compacte.

2) Pour tout A > 1, sup
|w|=1

µ
(
W (w, h)

)
≤ 1

ψ(Aψ−1(1/h))
, pour h assez petit.

3) Pour tout A > 1, sup
|w|=1

µ
(
W (w, h)

)
= o

(
1

ψ(Aψ−1(1/h))

)
, quand h→ 0.

On peut se passer de la condition sur ψ lorsque µ = µϕ.
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(En fait, les résultats de [2] sont plus généraux).

Les idées s’adaptent également au cadre des espaces de Bergman-Orlicz. Bψ est
l’espace des fonctions analytiques sur D qui sont dans l’espace d’Orlicz associé à la mesure
de Lebesgue normalisée sur D. On a le critère suivant qui est dans l’esprit du critère de
compacité pour les opérateurs de composition sur les Bergman hilbertiens.

Théorème 4.5 On suppose que ψ satisfait la condition ∆2.
L’opérateur de composition Cϕ:Bψ → Bψ est compact si et seulement si

ψ−1

[
1

(1− |ϕ(a)|)2

]
ψ−1

[
1

(1− |a|)2

] −→
|a| <→ 1

0.
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Annexes

5.1 Ensembles lacunaires

Nous précisons ici quelques définitions d’ensembles minces.

• Ensembles p-Sidon: Soit 1 ≤ p < 2, E ⊂ Γ est dit p-Sidon si il existe C > 0 tel
que pour tout f ∈ CE(G)

(∑
n∈E

|f̂(n)|p
)1/p

≤ C‖f‖∞.

Pour p = 1, on parle simplement d’ensemble de Sidon.

• Ensembles p-Rider: Soit 1 ≤ p < 2, E ⊂ Γ est dit p-Rider si il existe C > 0 tel
que pour tout polynôme trigonométrique f à spectre dans E(∑

n∈E
|f̂(n)|p

)1/p
≤ C [[f ]] .

où [[f ]] est la norme de f dans Cps: [[f ]] = E‖fω‖∞, avec f̂ω(γ) = εγ(ω)f̂(γ), où les
εγ sont des v.a.i. indépendantes à valeurs dans {−1, 1}.
Pour p = 1, cela équivaut à ensemble de Sidon (Théorème de Rider).

• Ensembles Λ(p): Soit p > 2, E ⊂ Γ est dit Λ(p) si ‖.‖p et ‖.‖2 sont équivalentes
sur L2

E(G).

• Ensembles UC: E ⊂ Z est un ensemble de convergence uniforme si la série de
Fourier de toute fonction f ∈ CE(T) converge uniformément vers f .

• Ensembles stationnaires: E ⊂ Γ est dit stationnaire si il existe C > 0 tel que
pour tout polynôme trigonométrique f à spectre dans E: [[f ]] ≤ C‖f‖∞.

• Ensembles de Riesz: E ⊂ Γ est dit Riesz si toute mesure µ ∈ M(G), à spectre
dans E, est absolument continue par rapport à la mesure de Haar.

• Ensembles de Rosenthal: E ⊂ Γ est dit Rosenthal si toute fonction f ∈ L∞E (G)
est égale (presque partout) à une fonction continue (nécessairement dans CE(G)).

• Ensembles LP: E ⊂ Γ est dit ensemble LP (Lust-Piquard) si, pour tout moyenne
invariante M sur L∞(G), tout γ ∈ Γ et toute fonction f ∈ L∞E (G), on a M(γf) =
f̂(γ).
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5.2 Conditions de croissance

Nous précisons ici quelques définitions de conditions de croissance pour une fonction
d’Orlicz ψ. Certaines notations sont inhabituelles par rapport à la littérature mais nous
reprenons celles de [2]. Nous y avons motivé nos choix.

• ψ satisfait la condition ∆2 si ψ(2x) ≤ K ψ(x), pour une certaine constante K > 0
et x assez grand.

• ψ satisfait la condition ∆0 si, pour un certain β > 1: lim
x→+∞

ψ(βx)

ψ(x)
= +∞. Un

exemple est ψ(x) = exp[(log(x+ 1)3/2]− 1.

• ψ satisfait la condition ∆2 si ψ(x)2 ≤ ψ(αx), pour une certaine constante α > 0 et x
assez grand. Ceci correspond typiquement au cas gaussien: ψ(x) = ψ2(x) = ex

2 − 1.

• ψ satisfait la condition ∇0 si pour tout A > 1, il existe C ≥ 1 tel que ψ(Ax)
ψ(x)

≤ ψ(ACy)
ψ(y)

,

pour y > x assez grands. En fait, il s’agit d’une condition de régularité (plutôt que
de croissance). Par exemple, les fonctions puissances ψ(x) = xp ont ∇0, mais aussi

les fonctions satisfaisant ∆2. Il suffit que la fonction x 7→ log
(
ψ(exp(x))

)
soit

convexe (auquel cas, c’est vrai avec C = 1).

21



Publications

[0] Résultats originaux non publiés.
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[3] avec D. Li, H. Queffélec, L. Rodŕıguez-Piazza, Weak compactness and Orlicz spaces,
soumis.

[4] avec L. Rodŕıguez-Piazza, On the structure of spaces of uniformly convergent Fourier
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