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INTEGRATION - Sessionl

Eléments de correction!

Cours-exercice.
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B]1) f(0) = 1/4. Aprés calcul, on trouve pour tout n € Z non nul: f(n) =
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2) On applique le théoreme de Dirichlet (f est C! par morceaux) en x = 0, olt f est continue. On a f(0) = 0 et

sin=2k+1,oukeZ.
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Exercice 1.
Avant tout: lintégrande est une fonction continue sur [0,+/n] donc intégrable (au sens de Riemann donc de
n
Lebesgue) sur [0, y/n]. Posons, pour z € RT, f,(x) = Ty 7 (z).2 cos(z?). <1 - f) . Cette fonction est continue sur
R*. On va appliquer le théoréme de convergence dominée.

i) Pour tout x € RT fixé, f,(z) = zcos(z?). (1 - f) pour n assez grand (dés que n > x? en fait) donc f,(x)

2
converge vers x cos(x?).e™% .
n

ii) Pour tout € RT et tout n > 1, on a | cos(x2)<1 — ”i) | < h(x), avec h(z) = ze=*". La fonction h est

continue sur R*, donc localement R.I. et son intégrale généralisée converge (elle se calcule facilement d’ailleurs!). Donc
h est Lebesgue intégrable sur RT.
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D’apres le théoréme de convergence dominée, on a  lim / x cos(z?). (1 - ) dx = / z cos(z?)e 2 4\, qui
n R+
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vaut / xcos(xz)e_w dz (par coincidence des intégrales de Lebesgue et de Riemann généralisée). Enfin, elle vaut la
0

o0
partie réelle de / pe~ (1D o —

| m donc la limite cherchée est 1/4.

Exercice 2.

On remarque que lintérieur de la cardioide C' = {(z,y) € R?| 22 + y? < /22 + y% + 2} a pour équation polaire:
p <1+ cos(h).

1) C est un fermé borné, donc un compact de R?. En effet, on a /22 + y2 = p < 2 donc cette cardioide est incluse
dans le disque centré en l'origine et de rayon 2. Ainsi C' est borné. De plus, C est fermé comme image réciproque du
fermé R par Papplication continue (z,y) € R? — /22 + y2 + x — 22 + y? (par exemple). Ainsi, C est un borélien et
A2(C) est fini (et méme plus petit que 47).
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2) On voit que laire de C vaut A2(C) = / 1d\y = /O 1d)\s. Effectuons le changement de variable en polaire,
e} c

trés naturel ici. L'ouvert 7 est I'image de I'ouvert A = {(p,0) € RT™*x]0,27(| p < 1+ cos(#)} par le difféomorphisme
(p,0) — (pcos(h), psin(f)). On a donc A2(C) = / pdXy (cf cours). Par Fubini-Tonnelli, on obtient
A

I 37
)\Q(C):/ (/ pdp)daz/ Z(1 + cos(0))2df = 2=
10,27 N J]0,14cos(8)] 0o 2 2

Remarque: si on voulait scrupuleusement utiliser a la fois le théoréme de changement de variable entre ouverts

et ne pas admettre A2(C) = A2(C), alors on remarque que C est l'intersection des parties ouvertes w, ayant pour
équation polaire: p < (1 + cos(f)), ot r > 1. 1l suffit donc de prendre la limite quand r — 17 de Az(w,.), pour lequel
le calcul est le méme (avec un terme 72 en plus). Le résultat final est le méme évidemment.

Exercice 3.

1) Il y a convergence presque partout donc il existe un borélien N de mesure nulle tel que £(x) = lim e?™™% pour
tout x ¢ N. On définit (par exemple) £(z) = 0 pour tout x € N. La fonction /|y est mesurable comme limite simple
de fonction mesurables (car restrictions a N¢ de fonctions continues) et £y est mesurable (car nulle). Par le théoreme
de recollement (N est mesurable !), £ est mesurable. De plus, |¢(z)| = 1 pour tout ¢ N donc |[¢| =1 p.p. donc elle
est essentiellement bornée: £ € L>([0,1],A) et ||{]|oc = 1.

2) Pour tout n € Z, puisque N est négligeable, on a {(n) = {(x)e” 2T g\ = / lim 2™ i%e 2T g\,

[0,1] Ne J—o0

D’apres le théoreme de convergence dominée (on a déja la convergence presque partout et la domination est

évidente: |e~2m(n=n3)z| — 1 pp. et pour tout j, et la fonction constante est A-intégrable sur [0,1]), on a f(n) =
lim e2m(n=m)T ) or 2™ =T g\ = 0 des que j est assez grand (car alors nj # n). Donc i(n) =0.
JeeJ0.] [0,1]

3) D’aprés le cours, comme ¢ € L([0,1],A) € L'(]0,1],A), la nullité de ¢ implique que £ = 0 presque partout.
Mais alors ||£||oc = 0. Contradiction !

Exercice 4.

1) On s’inspire de 'argument donné en cours pour justifier que Ig n’est pas Riemann-intégrable. Soit € > 0,

on peut minorer / f(z)dz a laide la la somme de Darboux supérieure, pour une subdivision ¥ = {zg,...,Ts+1}

adaptée:
b s
/ flx)dx > Z(.’L‘k+1 —x) sup f —e.
@ k=0
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Par hypotheése de densité, pour tout 0 < k < s,ona sup [ > f(cx) > a ol ¢ €]zg, Tr11[NDy # 0. On obtient
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/ f(z)dx > Z Tpt1 — o) — e = a(b — a) —e. Comme ¢ est arbitraire, on a le résultat.

k=0
b

/ f(x)dz > 0 car f est positive. Si elle n’est pas strictement positive, alors / f(x)dz =0.

3) D’apres le cours, f étant Riemann-intégrable, est Lebesgue-intégrable. Elle est positive d’intégrale nulle donc f
est nulle presque partout. Ceci contredit I’hypothese.

4)a) Supposons Iy, ... I, construits avec les bonnes propriétés et notons I,, = [ap, bin] avec ay, < by,. Comme f
b b bm

est positive, on a 0 = / flx)dz > f(z)dx > 0, donc / f(x)dz = 0. On ne peut avoir D% dense dans I,
a am

Am

1
(b, — @) > 0. Donc I, \ D_1_ est d’intérieur non vide, d’ou

bm
la impli it (cf 1. dr >
car cela impliquerait (cf 1.) que / f(z)dx > m+1 mtl

le résultat.

b) La suite des I, est une suite décroissante de compacts non vides (de [a,b]) donc d’intersection non vide. Soit

ce ﬂ[n,onacgéD% donc f(c) <

n>0

1
1 et ce pour tout n donc f(¢) <0 or f > 0 par hypothese. Contradiction !



