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1 Espaces Z! et L.

Soit (S, 7, m) un espace mesuré. On a déja défini:

’ LYS, T, m) =L (m)=L"={f: S—K=RouC; fm-intégrable}. ‘

On note, pour f € £*:

11 :/Slfldm'

On dit que c’est la “norme £ de f.
Cas particulier. Si (S,.7,m) = (N*, 2(N*),¢), on note:

“+o0
b= {x = (@a)nz1; llzi =) |za| < +oo}.

n=1

Proposition 1 On a, de fagon évidente :
a) f €L = ||flli < +o0;
b) llaflli = lall|flli, Vf € £, Va e K=R ou C;
) If +glls < Il + llglls, Vf,9 € 27
d) f=0m-p.p. = [|fllL =0.

Cette proposition signifie que || ||; est une semi-norme sur .#!. Ce n’est
pas une norme puisqu’il peut y avoir des fonctions f € .Z', non identiquement
nulles, telles que || f||1 = 0 (par exemple toute fonction indicatrice d’un ensemble
non vide de mesure nulle). On a:

Proposition 2
[fli=0 <= f=0 mpp.



Preuve. On va montrer que:

m{f£0}) >0 = /S|f|dm>0.

En effet :
{f #0} = (JAIfI = 1/n};

nz1

donc

0 <m({f£0}) = Tm] m({lf| >1/n}).

et il existe ng > 1 tel que m({|f| = 1/no}) > 0. Alors 'inégalité de Markov-
Tchebychev :

1
m{lf1>ap < 5 [ Iflam
entraine [ |f|dm > 0. O

Soit alors:
M={feZ"; fli=0}={fe2"; f=0mpp}.

C’est un sous-espace vectoriel de .Z!.

Définition 3 On note ’ L' = LY(m) = LY(S, 7,m)

l’espace vectoriel quotient :

LY(m) = 2L (m) /M.

C’est I'ensemble des classes d’équivalence f pour la relation d’équivalence
“égalité m-p.p.” définie par:

f~g <= [f—-geM.

On a f ~ g si et seulement si f = g m-p.p..

Lorsque f ~ g, on a fs |f|dm = fs |g| dm ; on peut donc poser:

1f 1l = Jg 1] dm

Alors || [|1 est une norme sur L' (m), appelée la norme L' ; en effet, on a IfllL =0
si et seulement si f = 0 m-p.p., c’est-a-dire f € N7, ou encore f = 0. De plus
les propriétés de smi-norme sont conservées.

Théoréme 4 L' (m) est un espace vectoriel normé complet, autrement dit
un espace de Banach, pour la norme || ||1.




Rappel. Si E est un espace vectoriel normé, alors E est complet si et seulement
si toute série absolument convergente (c’est-a-dire telle que > |z,| < +o0)
d’éléments de E converge dans F.

“+oo
n=1

+oo
; [/an|dm} < +o0.

Mais le corollaire du Théoréme de convergence monotone dit qu’alors:

/. (i'f“) dm = +§_OIO [/S |fn|dm} < +oo.

Preuve du théoréme. Supposons 327> || f||; < +oc. Cela signifie que :

Si l'on pose:

+oo
(p(x) = Z |fn(x)‘ , TES,
n=1

cela signifie que la fonction p: S — R est m-intégrable.

En particulier, ¢ est donc finie m-p.p.: il existe une partie mesurable N de
S telle que m(N) =0et Y |fn(z)] < 400 pour tout z € S\ N. En particulier,
pour tout z € S\ N, la série ) f,(x) converge dans K. Posons:

+oo :
_ i falx) st xeS\N;
fz) = { 0 si x€N.

La fonction f est mesurable et ’'on a:

N . ) N
IS ha = [ he im0

par le Théoréme de convergence dominée, car :

N
\;fn

et que p est m-intégrable. O

N
<Y Il <o
n=1

2 Espaces ZP et [P, 1 <p < oo.

Soit p un nombre réel > 0. On note:

ZP(m) ={f: S — RouC; fmesurable et [¢|f[?dm < +oo}

Cela équivaut a dire que f est mesurable et que |f|P est m-intégrable (ou

[fIP € 2L (m)).



Cas particulier. Si (S, 7, m) = (N*, #(N*), ¢), on note:

+00 1/p
ty={z = @a)uz1s oy = (D leal?) " < oo
n=1

Proposition 5 Pour tout p > 0, £P(m) est un espace vectoriel (réel ou com-
plexe).

Preuve. C’est un sous-ensemble de I’espace vectoriel des fonctions mesurables,
contenant 0 et clairement stable par multiplication par un scalaire. De plus, si
f,g € £P(m), remarquons que:

[f(2) + g(@)] < [f(2)] + lg(2)| < 2max(|f(2)], |lg(2)]);

donc:
7() + 9@l < 2 max((f @), lg()P) < 2(F@)P + lo(a)P)
et:
Jur+aram <2 ([ ip i [l am) <.
ce qui montre que f + g € £P(m). O

Introduisons maintenant, pour f € £P(m):

171 = (S lrram)”

Nous allons voir que, pour p > 1, || ||, est une semi-norme sur £?(m) (ce n’est
pas vrai pour 0 < p < 1). Contralrement au cas p = 1, cela n’est pas immédiat.

Nous aurons besoin de:

Définition 6 Pour 1 < p < oo, lezposant conjuqué de p est le nombre ¢ > 1
vérifiant % + % =1].

On notera que p = 2 < g = 2 (et d’ailleurs c’est le seul cas ou p et ¢ sont
tous les deux entiers) queq——+0 & p—letg—1 & p—+oo.

Onagq=;5 et’q—l(—l)zl‘.

Théoréme 7 (inégalité de Holder) Soit 1 < p < oo et % + % = 1. Alors

pour toutes les fonctions mesurables f,g: S — R, positives, on a:

/fgdm< /fpdm) /p(/squm)l/q .




Pour p =2:

[taime ([ am) ™ ( [am)”

s’appelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Corollaire 8 Pour 1 <p < oo et % + é =1,o0ona:
feZL?(m) et g€ LYm) = fgec L(m)

et:

L1 79llx < 1111 llglla |

Preuve de l’inégalité de Holder. 1) Réductions. e L’inégalité est évidente
si fs fPdm = +o0 ou si fs g?dm = 4o00. On peut donc supposer qu’elles sont
toutes les deux < 400 (c’est-a-dire que f € £LP(m) et g € L(m)).

e D’autre part, si || f||, = 0, alors [ f” dm = 0, et comme f > 0,ona f? =0
m-p.p.. Alors fg =0 m-p.p. et fs fgdm = 0. L’inégalité est donc vérifiée dans
ce cas.

De méme, si ||g]|, = 0.

On peut donc supposer || f|l, > 0 et ||g|l4 > 0.

o Il suffit de plus de montrer I'inégalité lorsque || f|l, = |lgllq = 1. En effet,
pour f,g arbitraires avec 0 < || f||, < +oc et 0 < ||g|lq < 400, si I'on pose:

1 1
=z f et =79,
/1l 9llq

on a || fill, = [lgll = 1 et alors:

/S fgdm = /S UFly ) lglla ) dm = 11l /S frgr dm
1/p 1/q
<ol [ o) ( [ atam)” = fllal

2) Preuve proprement dite. On suppose donc |/ f||, = ||gll¢ = 1. On utilisera
le lemme suivant.

Lemme 9 Si1 < p,q < 400 et %Jré =1, on a, pour tous nombres éels positifs
a,b>0:
a? b9
ab< —+ —-
p q

Ce lemme reste vrai, de fagcon évidente si a = 400 ou b = +00. On a donc

ainsi: » .
f@P | g()
p q

) VxES

f(@)g(z) <



11 suffit alors d’intégrer pour obtenir :

P q 1 1
/fgdmé/f—dm—i— g—dmzf(/fpdm)—i—f(/qum)
S s D s 4 pPrJs q\Jjg
1 1
> g 1£1lp ll9llq

Preuve du lemme. C’est évident si a = 0 ou b = 0. On suppose donc a,b > 0.

Une méthode est de fixer a > 0 et d’étudier la fonction u(x) = ax — % - %
pour voir qu’elle est positive pour x > 0.

On peut aussi raisonner de la fagon suivante.

Par symétrie, on peut supposer p < ¢, c’est-a-dire p < 2. On pose ¢(x) =
2P~ 1 et Y(y) = y?~1. Comme (p — 1)(q — 1) = 1, 1 est la fonction réciproque
de . Soit:

P

¢ a b ba
q>(a)=/0 o)t =" e \If(b):/o wls)ds = -

Ces deux nombres représentent une aire (faire un dessin avec ¢ en abscisses
et s en ordonnées), qui est plus grande que l'aire du rectangle [0,a] x [0, b],
c’est-a-dire ab. (]

Corollaire 10 Si m est une mesure positive bornée : | m(S) < +oco |, alors, on
a, pour 1 < p; <pg <o00:

1

1fllps <m(S)7 752 || fllpy, VF € L72(m).

En particulier, si|m(S) < 4o0|:

’1<p1 <pp<oo = LP(m)C .LP(m)C LY (m)|.

Preuve. Soit p = py/p1; on a p > 1. Alors, avec % =1- % =1- %’ Iinégalité
de Hélder donne:
115 = [ 1617 dm = [ 1 L
s s
1/p 1/q Py
<([irram) ([ 1ram) " = ipmsy =R O
s s

Remarque. C’est spécifique aux mesures bornées. Pour la mesure de comptage
sur N*, par exemple, les inclusions s’inversent :

1<p1<pr<o0o = £1§€p1§€p2

(exercice: utiliser le fait que si @ = (z,,)n>1 € £p, alors z,, tend vers 0 et donc,
pour n assez grand |z, | < 1).



Dans le cas de la mesure de Lebesgue, aucun de ces espaces n’est contenu
dans tous les autres et aucun des ces espaces ne contient tous les autres:

| "R ZZLR), VoD |

(a faire comme EXERCICE trés instructif: utiliser des fonctions de la
forme f(z) = z"(Inz)® pour & > 1 et f(z) = 0 pour z < 1 ou g(z) =
a:T(ln(l/x))s pour 0 < z < 1 et g(x) = 0 pour = ¢]0,1], avec des valeurs
adhéquates des réels r et s).

L’inégalité de Holder va nous permettre de montrer que | ||, est une semi-
norme.

Théoréme 11 (inégalité de Minkowski.) Pour 1 < p < oo, on a, pour
toutes fonctions mesurables f,g: S — R ou C:

(/S \f+g|pdm)1/p < (/S|f\p dm)l/p-i- </S|g|pdm)1/p

Conséquence. Pour f,g € £P(m), cela s’écrit :

117 + gllp < 1£1lp + llglly |

et donc || ||, est une semi-norme sur .7 (m) (||afll, = |a| || f||, étant évident).

Preuve de l’inégalité de Minkowski. Pour p = 1, c’est évident. Supposons
donc p > 1.

On peut aussi supposer que [¢|f + g/’ dm > 0 et que [¢|f[Pdm < +o0 et
fs |g|? dm < 400, car sinon l'inégalité est évidente. On a vu (voir Proposition 5)
qualors [ |f + g|P dm < +o0.

Ecrivons alors (grace au fait que p > 1):

/S|f+g|pdm</Sm|f+g|P*1dm+/S|g|\f+g|p*1dm.

Utilisons I'inégalité de Holder (avec % + % =1):

Lniraptam< ([ ispam)”( [ 15+ l000dm) "

= (/S|f|pdm)1/p(/s|f+g|pdm>l/q.

De méme:

1/p 1/q
Lol +gptam< ([ 1gpam)""( [ 1f +gpam) "
S S S



On obtient donc:

/S|f+g|pdm< [(/S|f|pdm)1/p+(/S|g|pdm)1/p} (/S|f+9|pdm>1/q,

1/q
d’ot1 le résultat en simplifiant par (fs |f +glP dm) ) O

Remarque. Pour f € ZP(m), on a ||f|, = 0 si et seulement si f = 0 m-
presque partout (car ||f|, = 0 s’écrit aussi || |f|P |1 = 0; cela équivaut donc a
|[f|? =0 m-p.p., c’est-a-dire & f =0 m-p.p.).

Notation. Soit:
Np={feL?(m); |fllp, =0} ={f € ZLP(m); f=0m—pp.}

C’est clairement un sous-espace vectoriel de .£?(m). On notera qu’en fait il ne
dépend pas de p: N, est Uespace de toutes les fonctions mesurables f: S — R
ou C qui sont nulles m-presque partout, puisque toute fonction f nulle m-p.p.
est automatiquement dans .Z7(m) (et || f||, = 0).

L’espace vectoriel quotient est noté:

’Lp(m) = 2P(m)/N, \

Si Pon pose || f|l, = ||If|l, pour f € £P(m), alors LP(m) devient un espace
vectoriel normé.

Théoréme 12 (Théoréme de Riesz-Fisher.) Pourl < p < oo, l'espace
vectoriel normé LP(m) est complet: c’est un espace de Banach.

Preuve. C’est presque la méme que dans le cas p = 1.
Soit f, € ZP(m) telles que 375 || full, < +00.
Posons :

+oo
p@) =Y |fal®)] < +oo,
n=1
et

N
on(@) = Ifule)].

n=1

Puisque || ||, est une norme (inégalité de Minkowski), on a:

N
lonlly < D lalls-
n=1



Appliquons le Lemme de Fatou (puisque ¢P = NlimT o)
——+00

/ P dm < hminf/ iy dm = }\i[minf lenllp
S S — 400

N—+o00

N » +o00 »
s . |
<fmint (X Well) = (X Mell)” < +oc

Il en résulte que P est m-intégrable et donc, en particulier, que p(z)? < +o00
pour m-presque tout € S. Alors ¢p(x) < 400 pour m-presque tout x € S.
Cela signifie que, pour ces z, la série ) f,(z) est absolument convergente. A
fortiori, elle converge, et 'on peut donc poser, pour ces x :

—+o0
f@) =3 fa()
n=1
(et f(z) =0 pour les autres). Alors f: S — R ou C est mesurable, et :
N p +oo +oo »
L= nlan=[| 3 slans< [ (3 15]) an
s n=1 S p=N+1 s

n=N+1
S

N—+o0

par le Théoréme de convergence dominée, que ’on peut utiliser car:

— p
(p—on)’ =2 0

et:
(o —on)P| = (¢ — on)P < P € LM (m),
en utilisant le fait que pxn > 0.

P
dm < +0o0, au moins pour N

Cela prouve en particulier que [ ‘ f —ZnN:1 fn

assez grand, et donc que ffanzl fn € ZP(m), ce qui entraine que f € £P(m).
Ensuite, cela prouve que ||f — EnN:1 fn Hp N—+> 0, et cela termine la preuve.[]
— 100

Cas particulier important: p = 2.
Pour f,g € .£?(m), on pose, dans le cas réel:

UW=LMW

et, dans le cas complexe :

UM:LEM




On pose de plus (f | §) = (f | 9)- . o
Cela définit un produit scalaire sur L?(m), et ||f|2 = (f | f). Le Théoréme
de Riesz-Fisher assure alors que

’LQ (m) est un espace de Hilbert.‘

3 Sous-espaces denses dans les espaces LP(m).

Les espaces LP(m) sont en général “assez gros”; il est donc utile d’avoir des
sous-espaces denses “assez petits”, sur lesquels on peut travailler plus facilement
(démontrer des propriétés que 'on pourra, dans les bons cas, étendre a espace
L?(m) tout entier).

Commengons par quelques remarques.

Remarques. 1) Soit f: S — C une application mesurable ; comme :
Re fIP < [fIP et [Im fIP <|f7,

on a:

feZPim) = Refetlmfe ¥P(m).

Inversement, comme |f| < |Re f| 4+ [Im f|, si lon a Re f et Im f € £P(m),
alors l'inégalité de Minkowski donne:

1/p 1/p
([uran) " <] [ (rest+ ) ao]
s s
1/p 1/p
<| [ RefPa Im f|” d ,
<[/S|ef m} —&-[/Smﬂ m] < +o0

donc f € £P(m).

2) Si f: S — R est une application mesurable, les relations:
0 fr<Ifl et 0<f <If|

et:
\fl=f"f"

montrent de méme que:

feZLP(m) <= ftetf € LP(m).

10



3.1 Fonctions étagées.

Soit A € .7 une partie mesurable. On a:

/]Iidm:/][Adm:m(A);
s s

(Tae27(m) < m(4)<+oo|

donc:

et alors | || L4, = m(A)Y/P

Par conséquent, si

n
o= aplla,
k=1

est étagée, et que m(Ax) < 400 lorsque a; # 0, on a p € £LP(m).
Inversement, si ¢ € £P(m) et o =Y ;_, arlya, est étagée, avec Aq,..., A,
deux-d-deux disjoints, alors:

lap[PLa, <[P = |ax['m(Ax) < [l@]l) < +o0,

et donc m(Ay) < +o0 si ag # 0.

On a donc montré:

Proposition 13 Si ¢: S — C est étagée, alors ¢ € LP(m) si et seulement si
m({p # 0}) < +o0.

On notera que la condition ne dépend pas de p.

Notation. On notera &t,(m) l'ensemble de ces fonctions, qui est clairement
un sous-espace vectoriel de .Z?(m), et Et,(m) = &t,(m)/N, Vespace vectoriel
quotient, qui est donc un sous-espace vectoriel de LP(m).

Théoréme 14 Et,(m) est dense dans LP(m).

Preuve. Soit f € .ZP(m).
1) Supposons d’abord f positive. D’aprés le Lemme fondamental d’approxi-
mation, il existe une suite croissante de fonctions étagées ¢, : S — R positives

telles que 0 < ¢, < f et (pn)n>1 /7 f-
Comme 0 < ¢, < f et comme f € ZP(m), on a ¢, € £P(m); donc

o € Etp(m).
De plus, comme ¢,, > 0, on a:

Og(f_@n)pgfp-

11



Comme f € ZP(m) signifie que fP est m-intégrable, on peut appliquer le
Théoréme de convergence dominée, qui dit que:

n—-+oo

||f—<Pn||§=/S(f—<pn)pdm .

2) a) Si f: S — R, ce qui précéde donne des fonctions étagées @, v, €
gtp(m) telles que ”fJr - @n”p —ntoo 0 et [[fT — 1/)n||p —n—too 0. Alors
On—n € Ety(m) et || f—(on—1Un)|lp —n—+oo 0, par I'inégalité de Minkowski :

1 = (on = a)lly < IS = @nllp + 1f7 = Wallp-
b) Si f: S — C, on décompose f en (Re f) + i(Im f). O

3.2 Propriétés de régularité des mesures.

Lorsque 'espace mesurable (S,.7) est un espace topologique, muni de sa
tribu borélienne J = Hor(S), il est intéressant d’avoir des mesures m qui
tiennent compte des propriétés topologiques de S.

Dans certains cas, c’est automatique.

Théoréme 15 Soit X un espace métrique et m une mesure positive bornée sur
(X, Bor(X)). Alors, pour tout borélien B de X, on a:

m(B) = inf{m(Q); Q ouvert et B C Q}

et
m(B) = sup{m(F); F fermé et F C B}.

Preuve. Soit:

o ={B € Por(X); (Ve > 0) (IQ: ouvert) (IF; fermé) tels que
F.CBCQ. et m(Q.\ F.)<e}.

Nous allons montrer que 7, est une tribu qui contient les ouverts ; il en résultera
que 7, est la tribu borélienne, ce qui montrera le théoréme.

1) 7, contient tous les ouverts. En effet, si {2 est un ouvert, alors Q¢ est un
fermé, et ’on a donc:

d(z,Q°) =0 <<= 2€Q°;

donc:
Q0= ({z € X; d(x,9° < 1/n};

n>1

soit :
Q= U{m € X; d(z,Q° > 1/n}.

n>1

12



Si ’on note:
F,={r e X; d(z,Q° > 1/n},

alors F), est un fermé (car l'application z € X +— d(x,Q°) est continue), et
Q= lian>1Fn; donc m(Q2) = han>1m( ,). Pour tout e > 0, il existe donc
un indice n = n. > 1 tel que:

m(Q\ F,) =m(Q) —m(F,) <¢

(la premiére égalité utilise le fait que m est bornée).
Il en résulte que Q € 7.

2) T, est une tribu.

a) On a bien stir ) € F, et X € Z, (car ils sont ouverts: cela résulte donc
de ce qu précéde; en fait, comme ils sont ouverts et fermés, c’est évident).

b) Soit B € Z,. On a:

F.CBCQ. — Q°CB°CEF¢,
et Q¢ est fermé et F¢ est ouvert; de plus:
FINQE=FoN () = F2NQe = O\ Fe;
donc m(F2\ QF) = m(Q. \ F.) < e. Par conséquent, B € 7.

¢) Soit maintenant une famille dénombrable de parties B,, € ,, pour n > 1.
Pour chaque n > 1, il existe un fermé F, et un ouvert 2, tels que:

FoCB,CQ et m(Q\F,) < 2n€+2
A fortiori, on a, puisque Q, \ B, C Q, \ F,:
(20 \ Ba) < gy
Soit :
0= U Q.
n>1
C’est un ouvert, et il contient B = |J,,~, Bn-
On a: -
o= (Un)n(Un) - (Un)n(n =)
- {Qnm(ﬂBg)} c J@.nBY)=J@\By)
n>1 k>1 n=1 n=1
donc: . .
m(Q\ B) < m(Q,\ By) < 227% - Z.
n=1 n=1

13



De méme, si A = Un>1 F,,ona AC Bet:

€
m(B\ 4) < 1

Toutefois, A n’est pas fermé, en général. Néanmoins, si I'on pose:

Fl=F,F,=FRUF, ..., Fl=FUFRU---UF,,...

les F) sont des fermés, et, comme la suite (F)),>1 est croissante, on a:

= m( U F,’L) = liml m(F));

n—-+o0o
n>1
il existe donc un n. > 1 tel que le fermé F' = F;_ vérifie:

(A\ F) = m(4) —m(F) <

N ™

Mais FC AC B et:

m(B\ F) =
35

(B\A)U(A\F)) =m(B\ A) +m(A\ F)

»Mm 3

4
On a bien ainsi trouvé un fermé F' et un ouvert 2 tels que FF C B C Q et :

3e
_"_7_

m(Q\ F) =m(Q\B)U(B\F)) <<+

On a bien prouvé que 7, est une tribu. O

Définition 16 Soit X un espace topologique et m une mesure positive sur X
muni de sa tribu borélienne PBor(X). On dit que m est une mesure de Borel si
m(K) < 400 pour tout compact K de X.

On dit que m est une mesure de Radon si c¢’est une mesure de Borel et si m
est réquliere, c’est-a-dire que :

e pour tout borélien B C X, on a:
m(B) = inf{m(Q); Q ouvert et B C Q}

(régularité extérieure)

e pour tout borélien B C X, on a:

m(B) = sup{m(K); K compact et K C B}

(régularité intérieure).

14



Il résulte du théoréme précédent que 'on a:

Théoréme 17 Si X est un espace métriqgue compact, alors toute mesure posi-
tive bornée sur X muni de sa tribu borélienne est réqulicre (et donc est une
mesure de Radon).

Un cas, particuliérement important, ou il n’y a pas compacité est celui de la
mesure de Lebesgue.

Théoréme 18 Si V est un ouvert de RN, toute mesure de Borel sur V est
réguliere.

Le théoréme est énoncé pour un ouvert, car c’est le cas qui sera le plus ouvent
pour la suite; mais la méme preuve montre que c’est aussi vrai sur tout fermé
de RY (mais pas sur n’importe quelle partie mesurable). Plus généralement, la
preuve montre que:

Si X est un espace métrique localement compact dénombrable & linfini (¢’est-
a-dire réunion d’une famille dénombrable de parties compactes), alors toute
mesure de Borel sur X muni de sa tribu borélienne est réguliere (mesure de
Radon,).

Corollaire 19 La mesure de Lebesque est réguliére sur tout ouvert V- de RV

Preuve. Il suffit de vérifier que c’est une mesure de Borel. Mais si K est un
compact de V, c’est a fortiori un compact de R ; il est donc contenu dans un
pavé fermé ngl[an, bn], et donc:

v (K) < )\N( ﬁ[an,bn]) - ﬂ(bn —ap) < 400 0

Corollaire 20 Une partie N C R est négligeable, pour la mesure de Lebesgue,
si et seulement si: pour tout € > 0, il existe une suite d’intervalles I,,, n > 1,
telle que:

+o0o
NC|JIL et D> M) <e
n>1 n=1

Preuve. 1) Si N a cette propriété, pour chaque k& > 1, on peut, en prenant
e = 1 : 2% trouver des intervalles Ippn, n > 1, tels que N C Un>1 Iy et

EIZ? AIk.n) < 1/2%. Posons:

B= () lin-

k>1n>1
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Alors B est un boélien et N C B. De plus, pour tout k& > 1

+o0
AU Ten) <D0 M) <1728
n=1

n>=1

donc \(B) =

2) Inversement, s’il existe un bo‘élien B tel que A(B) = 0 et N C B, alors,
grace a la régularité, il existe, pour tout € > 0, un ouvert ) tel que N C B C Q)
et A(2) < e. Mais tout ouvert 2 de R est la réunion d’une suite d’intervalles

ouverts I, deux-a-deux disjoints.
Donc N € BC Q=5 In et 025 M) = MQ) <& O

Preuve du Théoréme 18. Pour tout ouvert V de R (ou plus généralement,
pour tout espace métrique localement compact dénombrable & linfini V), il
existe une suite croissante de compacts Xy, telle que:

X1 CXiCXoCXoC-C Xy C X4 C

et

V=X = X

E>1 k>1

(une telle suite est appelée suite exhaustive de compacts).
Soit B un borélien de V.
Ona B =5, (BN Xg).
1) Régularité intérieure. On a:

m(B) = liml m(B N Xy);

k——+oo

donc, pour tout a < m(B), il existe un k > 1 tel que a < m(B N Xj). Mais X},
est un espace métrique compact et m est bornée sur X (car c’est une mesure de
Borel sur V) ; elle est donc réguliére sur Xy : il existe un compact K C BN X},
(et a fortiori K C B) tel que a < m(K). Cela prouve la régularité intérieure.
2) Régularité extérieure. Si m(B) = 400, il n’y a rien & montrer. Supposons

donc m(B) < 4oc. Pour chaque k > 1, 'ensemble By = Bﬁ)o(k est un borélien
de I’espace métrique Xk, sur lequel m est bornée (car m(Xk) (Xk) < 400);

il existe donc un ouvert 2, (de 1’espace X Lk @ priori; mais comme X 1 est ouvert
dans V, ¢’est un ouvert de V) tel queBy C Qy, et:

3

Alors Q = U5, Q& est un ouvert de V' et, comme:

o= (Jo)n(NB)C U (N Bg) = |J @\ By,

k>1 I>1 k>1
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on obtient :

+oo +oo
m(Q\B) <Y m(Q\Br) <Y - =¢. O

2k
k=1 k=1

3.3 Fonctions continues a support compact.

Nous avons vu plus tot que espace Et,(m) des fonctions étagées intégrables
est un sous-espace vectoriel dense de LP(m), pour 1 < p < oo. Lorsque l'on est
sur un espace topologique, il est bien plus intéressant de pouvoir travailler avec
des fonctions continues. Le résultat suivant est donc particuliérement important.

Théoréme 21 Si V est un ouvert de RN, l'espace # (V) des fonctions
f:V — R ou C continues a support compact est dense dans LP(V) pour
1<p<oo.

Remarque importante. Si Q est un ouvert non vide de RY, alors:
An(2) > 0f;

en effet, ) contient un pavé ouvert non vide HnN:1
(b1 —al)"'(bN—aN) > 0.

Il en résulte que: si f,g: V — K sont deux fonctions continues égales Ay -
presque partout, alors f = g partout.

En effet, si f n’est pas partout égale a g, il existe, grace a la continuité de
f et g, un ouvert non vide Q tel que f(z) # g(x), V& € ; f ne peut donc étre
AN-p.p. égale & g, puisque Ay (Q) > 0.

Il en résulte que si f € ZP(V), et si f est continue, alors f est le seul
représentant continu de f .

Jan, bn[; de sorte que An(£2) >

Rappel. Le support supp f d’une fonction f: V — K est adhérence (dans V)
de ’ensemble des points ot elle ne s’annule pas:

supp f ={z € V; f(z) #0}.

C’est donc un fermé (de fagon équivalente, le complémentaire du support est le
plus grand ouwvert sur lequel f s’annule).
Si ce support K = supp f est compact, on a:

/ P Ay = / P dAy < sup | £(2)] x A (K) < +oo;
Vv K reK

il en résulte que ’ A (V) C LP(V) ‘
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Preuve du Théoréme 21. Comme &t,(V) est dense dans ZP(V), il suffit
d’approcher chaque ¢ € &t,(V) par une f € (V) (mais il faut prendre garde
que &t,(V)N# (V) = {0}), et pour cela, il suffit d’approcher chaque fonction
indicatrice T4 telle que Ay (A4) < +o0.

Ecrivons, comme dans la preuve du Théoreme 18:

V: U)%k:7
k>1

o (Xj)k>1 est une suite exhaustive de compacts X, C V.
On a: .
)\N(A) = lim] /\N(A n Xk) ;

k—o00

o
si A, = AN Xy), il existe donc, pour tout € > 0 un k > 1 tel que

An(A\ Ap) < (e/2)P.

La régularité de la mesure permet de trouver un ouvert €2 et un compact K de
X tels que K C A, C Q et

N(Q\K) < (e/4)"

On notera que, comme X est ouvert dans V,  est aussi ouvert dans V. Il
existe alors (lemme d’Urysohn), une fonction ¢: RN — R continue telle que:

() <
w( )zlslxeK
Y(x)=0siz ¢ Q;

dist (z, 2°
dist (x, Q¢ 4 dist (z, K)

convient.

par exemple 9(x) =
Alors:

Suppwgﬁg)o(k C Xy

est donc compact. De plus:
L, =0l = [ 1o = 0l dhy <22 (@\K) < (e/2)7
1%

d’ou:

1La =%l < 1Ta = Layllp + [1La, — ¢l = An (AN A)YP + [ T4, — I,

€ n £ _.
S22
ce qui achéve la démonstration. O
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