Exercice 1
1) Pour tout r < 1 :

() = = [ pre®) P as < - /%u(re“’)cze:u(ox
0

par la propriété de moyenne pour la fonction harmonique u. Donc

sup My(f,7) < [u(0)]"/? < 400,
r<l1

de sorte que f € H? et || f||, < [u(0)]'/P.

2) a) On sait que f = P[f*]. Donc |f| < P[|f*|].

Sip =1, c’est terminé. Pour 1 < p < oo, considérons la mesure iPr(Hft) dt,
qui est une mesure de probabilité sur [0, 27]. L’inégalité de Holder pour cette
mesure donne :

PP =5 [ P60l (el

1/p

<[5 [ no-oirera) T = (Plrpee)

on a donc bien |f[? < P[|f*|?].
b) Soit v une fonction harmonique majorant |f|?. Alors, pour tout R <1 :
1 27 ) 1 27 ) )
— Po(0 —t)|f(Re™)|Pdt < — Pr(0 — t)u(Re™) dt = v(Re'),
27 0 271- 0

par la propriété de moyenne pour la fonction harmonique v. Le lemme de Fatou
donne, en faisant tendre R vers 1 :

1 2m 2m

. 1 .
L b o p et de <timint = [ (0 — 8)[f(ReM)P dt
2 0 R—1 27 0

< hgl iIllf’U(Rew) = v(re'?),

c’est-a-dire P[|f*[P] < v.
3) a) C’est évident : il suffit de remarquer que u o ¢ est harmonique, puisque
© est holomorphe (si u = Re U, avec U holomorphe, alors uo ¢ = Re (U o ¢)).
b) On a, grace a a) :

= [l o [ ufetet] i = ufol0)
0

ﬂ 0 2

par la propriété de moyenne de la fonction harmonique w o .



Si I'on note ¢(0) = Roe'®, on a :

0] = o= [ Pr00 -l
<R LT
= T Wy = 1 o
fone L 1 [pl0)
s o lg(re™)|P dt < 7— o (0)|||f||Hp,

ce qui donne le résultat.

Exercice 2

1) On peut d’abord supposer que v ne s’annule pas car si ¢ a un zéro d’ordre
n en a, il est nécessaire que a soit un zéro d’ordre > n pour ¢, et 'on peut donc
simplifier par (z — a)™.

On peut ensuite supposer |p(z)| < 1 et |[¢(z)] < 1, en divisant ¢ par ||¢||eo

et ¥ par ||Y]co-
On a alors |f(2)] < 1/[¥(2)], d’ou log|f(2)] < —logl|¥(z)|. Comme on a
[¥(2)] <1, ona—log|y(z)| =0, et on a donc en fait :

logt |f(2)] < —log|y(2)];

2 2m
%/0 log™ | f(re'?)| df < —%/O log |t (re'?)| df.

Comme % ne s’annule pas, log || est harmonique et donc :

1 2 )
o [ loglure] s =log ().
™ Jo
Il en résulte que f € A4 et que :

Ifllo < exp [ —log |4(0)[]-

2) a) On a vu en cours qu’alors g € A et

27

sup o— log™ [g(re™)| dd = log|gllo = log || f]lo < +o0.
r<l &7 Jo

D’autre part, comme ¢ ne s’annule pas, log|g| est harmonique et donc, pour
tout r < 1:

1 2m .
o [ logla(re)| a8 = log g(0).
T Jo



Il en résulte que :
1 27 i
sup || log |g-| |1 :sup2— ‘1og|g(re )||d9
r<l r<1 47T Jo

1 27 . 1 27 .
= §1<11;1) [271_/0 2log™ |g(re'?)|df — %/0 log |g(re™)| d6

= 2log || fllo — log |g(0)] < 4o0.

Par le Théoréme d’Herglotz, il existe donc une mesure p sur T telle que :

27
loglg(re”)| = P[p](re”®) = | Pp(0 —t)du(e™).
0

Comme P,.(6—t) et log |g(re?)| sont réels, on obtient f02ﬂ P, (6—t) dIm p(e?) = 0,
et donc, en remplagant p par Re u, on peut supposer que la mesure p est réelle.
b) Il est clair que ¢ et 1 ainsi définies sont analytiques dans . De plus,

puisque |B(z)| < 1:
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o€ H* et gl < |cl
De méme ¢ € H® et ||¢]|s < 1.

Notons maintenant que :

28 — ¢B(2) exp [ /O g Zi e du(e”)} .

Or, d’aprés le a), puisque pu est réelle, on a :

puisque Re [ = = P.(6 —t) > 0 et que p~ est positive. Ainsi

27 ezt + Tez@

log|g(re”) —

Po(6 — ) dp(e™) = Re { /0 " du(e”)} :

| =
0

de sorte que, si 'on pose :
que, p

2m it
e +z i
ma:A 2 du(e),

et — z

on a, pour tout z =re’? € D :

log |g(2)| = Re H(2).



Maintenant, comme g ne s’annule pas dans D, il existe une fonction holomorphe
G dans D telle que g = expG. On a |g| = exp(Re G) et donc ReG = Re H; il
existe donc une constante réelle C telle que G = H 4 iC'". Ainsi :

f(2) = B(2)g(2) = B(2) exp|G(z)] = €'“ B(2) exp[H (2)] = eiCB(Z)cB((pz(;/))(z) )

de sorte qu’en prenant ¢ = e¢’“, on obtient f = ¢ /1.

¢) Comme les fonctions de H* possédent presque partout des limites non
tangentielles, qui sont non nulles presque partout, on en déduit que f posséde
presque partout des limites non tangentielles (et qui sont non nulles presque
partout).

Exercice 3

1. On applique le théoréme de Pietsch et on obtient une mesure de probabilité
w sur la boule unité de X* avec la propriété :

vwex, |rw) <mm( [ ) |a<x>|pdu<a>)1/p.

Comme dans le cours, ceci s’interpréte de la fagon suivante : en notant X, le sous-
espace vectoriel de LP(Bx~, 1), engendré par toutes les fonctions f,(a) = a(x)
(ot @ € Bx+) pour z variant dans X, 'application, que ’on notera T : fz —
T(z) est bien définie et bornée de X, dans Y. Donc pour tout £ dans la boule
unité de Y*, £ o T est une forme linéaire continue sur le sous-espace vectoriel
X, de LP(Bx~,u), de norme inférieure a m,(7T"). Par Hahn-Banach puis par le
théoréme de représentation du dual de LP(Bx«, ), il existe hg € LY(Bx~, u) tel

que [[hellg < mp(T) et

Vz € X, f(T(az)) = £oT(f,) = /BX* he(a) fo(a)dp(a) = /BX* he(a)a(z)dp().

2. Si a # 0, c’est trivial. Si ax = 0 alors, par le 1., T(xz;) = 0. En effet,
soit on le voit comme une conséquence directe de Pietsch (début du corrigé de
1.), soit on le retrouve comme conséquence de la question 1. : comme aj = 0,
a(zk) = 0 p-pp donc pour tout ¢ dans la boule unité de Y*,

() = [ el fe)dn(o) =0

Ainsi, T'(zy) = 0.
3. On utilise d’abord Holder :

n n n 1/q
> 18Tl = S alstwol < e S 5ol
k=1 k=1 k=1



car

(:lak>1/p (/ . Eijlam)mma))l/p <(/f . odu>1/ Y o

Puis on écrit simplement ce que signifie S est g-sommant :

(kzn:_l|5(yk)llq)l/q < (S sgp* (Zlé (k) )

1/q

4.Siay # 0,on apour tout § € By~ : &(yx) = if (T(xk)> = i/B he(a)a(xy)dp(c).

ag
On utilise alors Holder :

= alk</BX ol (O‘>)1/p'</BX* hda)lqla(xkﬂdu(a))l/q

1/q
done Il < ([ Ineteltatenldnt@)
B~
Les k tels que akX = 0 ne posent aucun probléme puisque y; = 0.

5. En sommant sur k, on obtient pour tout £ € By« :

(ilé(yw)l/q <(/ S lhg(@)lla(z)|du(a >)1/q< [ re(efod(e)

k=1 Bx* k=1

1/q

n 1/q
done (Z lé(yk)lq> < oM/%my(T) car [hellg < mp(T).
k=1

6. En collant 3. et 5., on obtient la conclusion : pour tous z1,...,z, € X,
on a

Z IS o T(zk)|| < mg(S).mp(T). sup Z |a(zr)]

k=1 QGBX*

ce qui signifie que S o T est 1-sommant avec m1(S o T) < 7,y (S).m,(T).
Exercice 4

1. Soit (zy)nen faiblement convergente dans Xy. La suite (S(x,))nen fai-
blement convergente dans X (car S est continue de Xy dans X, munis des
topologies faibles). Puis la suite (T o S(zy))nen convergente en norme dans Y
par hypothése. Enfin, (R o T o S(z,))nen convergente en norme dans Yy par
continuité.

2. Cela correspond alors aux opérateurs compacts.



Tout opérateur compact est complétement continu : c’est toujours vrai (cf
cours).

Réciproquement si X est réflexif. Alors de toute suite (z,)nen dans la boule
unité de X, on peut extraire une sous-suite (2, )ren faiblement convergente
dans X vers x € X. Si T € DP(X,Y), alors en appliquant la définition a
Zn, — &, (T'(zn,))ken convergente en norme dans Y vers T'(x).

3.a. Soit & une forme linéaire continue sur H', par Hahn-Banach puis le
théoréme de représentation du dual de L!, il existe h € L™ tel que £(f) = / hf
T

donc

£(=") = / h(t)eimtdt = h(—n)
T
qui converge vers 0 par Riemann-Lebesgue.

3.b. On applique la définition et 3.a pour obtenir que C,(2") converge vers
0 en norme dans H'. Ainsi

/ " ") — 0.
T

Or, en notant E = {z € T||¢*| = 1}, on a par le théoréme de convergence

dominée
/ [* " dA —>/ d\ = \E).
T E

Exercice 5

1. Si x € FHC(T), alors pour tout n > 0, Tz appartient & FHC(T) car
on ne change pas la densité inférieure d’un ensemble en supprimant un nombre
fini de points. Comme {T™z; n > 0} est dense dans X en particulier, FHC(T)
est dense dans X.

2. Si p est un polynéme non nul, p(¢) = H‘j:l(g — A;). Comme T est hy-
percyclique, o,(T*) est vide donc chaque opérateur T' — \; est & image dense,
et donc p(T) est & image dense. Soit x € FHC(T) et U un ouvert non vide de
X. Alors {n > 0; T"p(T)z € U} = {n > 0; Tz € p(T)"*(U)}. Comme U est
non vide et p(T') est & image dense, p(T)~!(U) est un ouvert non vide de X.
Donc d{n > 0; T"z € p(T)~*(U)} > 0. Donc p(T)z € FHC(T). Si on prend
M ={p(T)x; p € C[¢]\ {0}}, c’est un sous-espace vectoriel de X qui est dense
dans X et M \ {0} C FHC(T).

3. Sous les hypothéses de la question, le théoréme ergodique de Birkhoff est
vérifié : pour toute f € L*(X,B,m),

| Nl :
Ny;f(T x)—»/dem



pour m-presque tout x. Soit U un ouvert non vide de X. On applique cela a
Xu, la fonction indicatrice de U :

1 1
¥ n;) xu(T"2) = #{n € [0,N = 1]; T € U} — m(U)

pour m-presque tout x, et donc d(Ny ) = d(Ny,) = m(U) pour tout = € Ay,
ol Ay est un sous-ensemble de X avec m(Ay) = 1. Soit (Uk)r>1 une base
de la topologie de X, et A = NMg>14; : m(A) = 1. On a pour tout x € A
d(Nu,, ) = m(Ux) > 0 car m est non dégénérée. Donc x € FHC(T') car pour
tout ouvert U non vide il existe k tel que Uy, C U et donc d(Ny ) = d(Ny, z)-
Donc T est fréquemment hypercyclique et m(FHC(T)) = 1.

4. 51 My est fréequemment hypercyclique, My, est hypercyclique, et donc
(D) N'T est non vide. Réciproquement si (D) N'T est non vide, on sait (cf.
cours) qu'il existe £ : T — H?(D) continue avec vect[E(A\); A € T] = H?(D) et
pour tout A € T, TE(A) = AE()). Donc M est ergodique par rapport a une
certaine mesure gaussienne non dégénérée invariante m, et d’aprés la question
3 M est fréquemment hypercyclique.

5.a) T vérifie le Critére d’Hypercyclicité avec (ng) = (n) et D ensemble des
vecteurs & support fini. Pour z € D il existe un ng tel que pour tout n > ng,
T"x = 0. On pose

1

W1

Sey = eht1

et S, =5":5,T"=1¢et

g 1 [ k+1
e = —€ = —€
ntk W41 -+« Wk4n ktn n -+ k +1 ktn

Donc ||Spek|| tend vers 0 quand n tend vers +oco et ceci prouve que pour tout
x € D, ||Spz|| tend vers 0.

b) Supposons que & = (x)n>0 est fréquemment hypercyclique pour T'. Soit
1
U={z;|<z,e0> -1 < 5}

et D={n>0;T"z€U}. Ona

T”(Zxkek ZxkjL"“k—]:i—l’_l

k>0 k>0

et donc < T"x,eq >= v/n+le,. Donc D = {n > 0; |[vVn+ 1z, — 1| < 1/2}
est de densité inférieure strictement positive. On a donc pour tout n € D

[vn+1lz,| > 1/2, c’est & dire

1
n+1

N |

|$n|2 P

~



Donc la série ) |, ., 1/(n+1) converge. Or D est de densité inférieure strictement
positive, donc il existe d > 0 tel que pour tout N > Ny,

%#(D n[o,N - 1)) > 4.

Si N; est fixé, on a pour N assez grand (dépendant de Ny)

1 0
N#(Dm [NlﬁN_ 1]) 2 5

Donc dans DN[Ny, N —1], il y a au moins (6/2)N entiers plus petits que N —1.

Ceci donne ) 5 ) 5
> Asivi-d
n+1 2 N 2

neEDN[N;,N—1]

Le critére de Cauchy n’est donc pas vérifié pour la série ), 1/(n+1), contra-
diction.



