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Examen - session 1
ARITHMETIQUE

Les calculatrices et les documents sont interdits.
La rédaction sera prise en compte dans la notation.

Cours et application. (6 points=1,5+1,5+3)

1) Soient p un nombre premier et k € {1,...,p — 1}. Montrer que p divise C[’f = (i)

2) Soit n > 1 un entier. Rappeler la définition de la fonction indicatrice d’Euler ¢ et donner
(sans preuve) la valeur de p(n).

3) Trouver tous les couples (z,y) € Z tels que 441z + 400y = 3.

Exercice 1. (6 points=0,5+1,5+140,5+1,5+1)

Soit n € N avec n > 1. On note S, 'ensemble des bijections de {1,...,n} sur lui-méme. On dit
que o € S, est un dérangement si pour tout ¢ € {1,...,n}, on a o(i) # i. On note D,, 'ensemble
des dérangements. On cherche a déterminer le cardinal de D,,.

1) Que vaut le cardinal de S,, 7

Pour i € {1,...,n}, on note A; = {o € S,| (i) = i}.
2) Montrer que A; est en bijection avec S,,_;. En déduire le cardinal de A; 7

3) Pour tout k-uplet d’indices 1 <y < --- < i < n, déterminer le cardinal de A;, N...N A;, en
utilisant la méme idée que dans la question précédente.
4) Comparer D,, et U A;.

1<i<n
n

En déduire que card(D,,) = n! — L n— k).
5) ave card(Py) =t = 214 () [0 = b

d(D,
6) Simplifier cette expression afin de déterminer lim L().
n—-+oo card(S,)

Exercice 2. (2,5 points)

. . . L, . ., 2 a\n®
Soit a > 0. Etudier la convergence de la série de terme général u, = e*" (1 — —) ,oun > 1.
n

Exercice 3. (7 points=(1+1,5+1+140,5)+1+1)

On suppose qu’il y a un nombre fini de nombres premiers congrus a 1 modulo 4: ¢; < --- < @,.
On pose alors A =¢q;...q, et B= A%+ 1.

1) On suppose qu’il existe un nombre premier p > 2 qui divise B.
a) Justifier que p = 3 [4]. Indication: montrer que p n’est pas congru a 1 modulo 4.
On peut donc écrire p = 3 + 4m ou m € N.
b) Justifier que:
i) p divise A% — 1.
ii) p divise A*™+2 — 1.
c¢) Montrer que le reste de la division euclidienne de A% — 1 par A% — 1 est A% — 1.
Indication: remarquer que AY" 2 — 1 = A%m+2 _ A2 4 42 1.
d) En déduire que p divise A? — 1 puis que p divise 2.
e) En déduire quel est le seul diviseur premier de B.

)
2) Montrer que B est congru a 2 modulo 4.
)

3) Conclure.



