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Examen
ARITHMÉTIQUE

Les calculatrices et les documents sont interdits.

La rédaction sera prise en compte dans la notation.

Cours. (4 points=1+1+2)

1) Soit E un ensemble. Quelle est la définition de “E est fini”?
2) Soit E un ensemble. Quelle est la définition de “E est dénombrable”?
3) Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies ? (justifier soit en invoquant le cours,

soit en donnant un contre-exemple).
i) Une réunion finie d’ensembles finis est fini.
ii) Une réunion finie d’ensembles dénombrables est dénombrable.
iii) Une réunion dénombrable d’ensembles finis est dénombrable.
iv) Une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Exercice 1. (4 points)

Déterminer tous les entiers k ∈ Z tels que 18k ≡ 2 [185].

Exercice 2. (3 points)

Donner un expression très simple de
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Exercice 3. (9,5 points=[(3+0,5)+2+1]+[0,5+1+0,5+1])

Dans tout le sujet, la notation x̄ désigne la classe de x dans l’ensemble quotient considéré.

I] Soit p un nombre premier impair. On se place dans Z/pZ. On notera d =
p− 1

2
·

On considère S− l’ensemble des racines du polynôme Xd − 1̄, et de même, S+ est l’ensemble
des racines du polynôme Xd + 1̄. On rappelle qu’en raison du degré, les cardinaux de S+ et S−

sont inférieurs à d.
Enfin K = {a2| a ∈ Z/pZ} est l’ensemble des carrés dans Z/pZ.

1)a) Montrer que l’application χ : {0, . . . , d} → Z/pZ, qui à un entier x associe x̄2, est injective.
Est-elle surjective ?

b) En déduire que card(K) ≥ p + 1

2
·

2) Montrer que si K \ {0} ⊂ S−. En déduire que K = {0} ∪ S−.

3) Montrer que −1 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p ≡ 1[4].

II] On introduit l’ensemble E des nombres premiers congrus à 1 modulo 4. On veut montrer
que l’ensemble E est infini.

On suppose qu’il est fini et on note n = max E, puis on définit N = (n!)2 + 1.

1) Justifier l’existence de n.

2) Montrer qu’il existe un nombre premier impair p divisant N .

3) Montrer que p ∈ E.

4) Conclure.
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