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Exercice 1. (fait en T.D.) (6 points : [1+1] + [1+1,5] + 1,5)
Soit H un espace de Hilbert et T : H → H une application linéaire continue de
norme ‖T‖ 6 1.
1) a) Pour tout x ∈ H, montrer que Tx = x si et seulement si

(
Tx | x

)
= ‖x‖2

(utiliser le cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz ).
b) En déduire que ker (I − T ) = ker (I − T ∗).

2) a) Montrer que pour tout opérateur S sur H, on a [Im (S)]⊥ = ker (S∗).
b) En déduire que H = ker (I − T )⊕ Im (I − T )).

3) Pour tout n ∈ N, on pose : Tn =
1

n + 1
(I + T + · · ·+ Tn). Pour tout x ∈ H,

montrer que limn→+∞ Tn(x) = P (x), où P est la projection orthogonale sur
ker (I−T ) (on considèrera successivement les cas x ∈ ker (I−T ), x ∈ Im (I−T ),
et x ∈ Im (I − T )).

Exercice 2. (3 points : 1 + [1+1])
Soit H un espace de Hilbert séparable, et (en)n>1 une base orthonormée de H.
1) Montrer que la suite (en)n>1 converge faiblement vers 0.
2) On suppose qu’il existe une distance d sur H définissant la topologie faible.

a) Montrer que pour tout entier k > 1, il existe xk ∈ H tel que ‖xk‖ = k et
d(0, xk) 6 1/k (utiliser la question précédente).

b) Montrer que c’est impossible (on remarquera que la suite (xk)k converge
faiblement vers 0).

Exercice 3. (2 points)
Soit (S, T ,m) un espace mesuré et soit ϕ : S → C une fonction mesurable. On
suppose que ϕf ∈ L2(m) pour toute f ∈ L2(m).
Montrer que l’application linéaire Mϕ : L2(m) → L2(m) définie par Mϕ(f) = ϕf
est continue (utiliser le Théorème du graphe fermé).

T.S.V.P. −→



Exercice 4. (6 points : [1,5+1] + [1,5+1+1])
1) Soit h : R → R la fonction impaire de période 1 définie par h(t) = t pour
0 6 t 6 1/4 et h(t) = 1/2− t pour 1/4 6 t 6 1/2.

a) Calculer les coefficients de Fourier cn = ĥ(n) de h.
b) Montrer que la mesure ν =

∑
n∈Z cnδn (où δn est la mesure de Dirac en

n) est bornée et que h(t) =
∫

R e2πitx dν(x).
2) Soit µ une mesure complexe sur [−1/4, 1/4], et pour t ∈ R :

f(t) =
∫ 1/4

−1/4

e−2πitθ dµ(θ).

a) Montrer que f est dérivable sur R et que f ′(t) = −2πi
∫

R f(t − x) dν(x)
pour tout t ∈ R.

b) En appliquant le a) au cas particulier de µ0 = 1
2i (δ1/4−δ−1/4), en déduire

que
∑

k∈Z
1

(2k−1)2 = π2

4 ·
c) En déduire que |f ′(t)| 6 π

2 ‖f‖∞.

Exercice 5. (9 points : 2 + [1+3+2+1])
Soit 1 6 p < +∞, et A une partie bornée de Lp(R).
1) Montrer que si A est précompacte (c’est-à-dire que pour tout ε > 0, A peut-
être recouverte par un nombre fini de boules de rayon 6 ε ; on rappelle que cela
équivaut à dire que A est relativement compacte, c’est-à-dire que son adhérence
est compacte), alors :

(i) ∀ε > 0, ∃R(ε) > 0 :
∫
|x|>R(ε)

|f(x)|p dx 6 εp , ∀f ∈ A ;

(ii) ∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0 : ‖ft − f‖p 6 ε , pour |t| 6 δ(ε) , ∀f ∈ A.

2) Réciproquement, on suppose les conditions (i) et (ii) satisfaites par A. Pour
tout ε > 0, on pose :

[ϕε(f)](x) =
1

δ(ε)

∫ x+δ(ε)

x

f(u) du.

a) Montrer que pour toute f ∈ Lp(R), la fonction ϕε(f) est continue sur R.
b) Montrer que {ϕε(f)|[−R(ε),R(ε)] ; f ∈ A} est précompacte dans C

(
[−R(ε), R(ε)]

)
.

c) Montrer ‖f − ϕε(f)‖p 6 ε pour toute f ∈ A.
d) En déduire que A est précompacte dans Lp(R).
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