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Examen - session 2

VARIABLE COMPLEXE

Les calculatrices et les documents sont interdits.
La rédaction sera prise en compte dans la notation.

Cours. (7 points=1+1+5)

1) Rappeler les équations de Cauchy-Riemann.

2) Énoncer le principe du module constant pour les fonctions holomorphes.
3) a) Enoncer le théorème de l’argument (qui compte le nombre de zéros et de pôles).

b) Enoncer le théorème de Rouché.
c) Démontrer le théorème de Rouché

Indication: considérer h le quotient adéquat des deux fonctions impliquées dans le théorème puis utiliser
un argument d’indice ainsi que le théorème de l’argument.

d) Application. Montrer que P pzq “ z4 ` 6z ` 3 a 4 racines dans le disque ouvert de centre
0 et de rayon 2 (Indication: on pourra faire intervenir Qpzq “ z4)

Exercice 1 (3 points)

Soit f une fonction continue sur D et holomorphe sur D.
1) On suppose que f est nulle sur le cercle de centre 0 et de rayon 1. Montrer que f est nulle.
2) On suppose que f est nulle sur le demi-cercle supérieur tz P C | |z| “ 1 et Impzq ě 0u.

Montrer que f est nulle. Indication: on pourra considérer rfpzq “ fpzqfp´zq.

Exercice 2 (3 points)

1) Rappeler le théorème de l’application ouverte (pour les fonctions holomorphes).
2) Soit ϕ : DÑ C une fonction holomorphe injective. On suppose que ϕp0q “ 0.
On veut montrer:

p˚q Pour tout η Ps0, 1r, il existe r ą 0 tel que |z| ě η ùñ |ϕpzq| ě r.

On fixe η Ps0, 1r.
a) Justifier qu’il existe ρ ą 0 tel que: @w P C avec |w| ă ρ, on a w “ ϕpsq pour au moins

un complexe s vérifiant |s| ă η.
b) Conclure.



Exercice (2 points)

Montrer que F pzq “
`8
ÿ

n“0

1

z2 ´ n2
définit une fonction holomorphe sur CzZ.

Exercice (5 points)

On veut calculer I “
ż `8

0

lnpxq

p9` x2q2
dx .

1) Justifier l’existence de I.
2) On définit Ω “ CzpiR´q et on considère la détermination du log holomorphe sur Ω ainsi

que la fonction fpzq “
logpzq

p9` z2q2
, méromorphe sur Ω.

En considérant le lacet ci-dessous (où R ą 3 ą ε ą 0) et en appliquant le théorème des résidus
(que l’on rappellera) puis en passant à la limite sur R et ε, calculer I.
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