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VARIABLE COMPLEXE - Examen session 1

Eléments de correction

Exercice 1. cf T.D.

Exercice 2

1) La fonction z € U —> g(2) = 2#(f(2))” est holormophe (car p et ¢ sont des entiers !). La
fonction g est continue sur le compact C' < U. D’aprés le principe du maximum; on a

sup |g(2)| = sup |g(z)| = max ( sup [g(2)]; sup 19(2)])-
zeC zedC |z|=r |z|=R

En particulier, pour tout z € C avec [z| = p, ona |2["| f(2)|" = |g(z)| < max (r’M(r)%; RPM(R)?).
Donc
pa ’f )| < max (TEM(T); REM(R)>

En passant au sup sur le cercle de centre 0 et de rayon p, on obtient
pa M(p) max (T’%M(T); REM(R)>

In(M(R)) — In(M(r))
In(r) — In(R)
de Q dans R), or on a d’apreés 1.

2) Soit a = : c’est la limite d’une suite de rationnels (s,) (par densité

Vn, P’ M(p) < max( S"M(r);RS”M(R))

donc par passage a la limite p*M (p) < max (r M(r); R*M (R)> d’out le résultat en réarrangeant.

3) Si M(r) = M(R) = 0 alors la question 1 avec p = ¢ = 1 (par exemple) donne tout de suite
le résultat.

Si I'un seulement est nul: disons m(r)=0 et M(R) > 0 pour fixer les idées. Alors pour tout
e €]0, M(R)[, on considére la fonction f = f + ¢. Puisque f et nulle sur le cercle de centre 0 et
de rayon r, f = e sur ce cercle. Dans la suite, on note M (t) = sup{|f(2)|; |z| = t}. On a donc
M(r)=e>0et M(R) = M(R)— ¢ > 0. D’aprés 2., on a pour tout z sur le cercle de centre 0 et
de rayon p:

In(R)—In In(p)—In(r)

‘f(Z) + €| < M(p) < eln(®)- ln(r) (M(R) + g)ln(R)fln(r)‘

Par passage a la limite quand e — 07, on a f(z) = 0 donc M(p) = 0. Ainsi (H) est encore vrai.




Exercice 3. cf T.D.

Exercice 4

1
i ;;gfi gy est continue donc localement intégrable.
x x
In(x)
26

1
nix) = 0(1/+4/z) donc l'intégrale converge a la borne 0

1) La fonction x € R*™ — f(z) =

Au voisinage de +o0: on a f(x) ~

= 0(1/2”) donc l'intégrale converge & la borne +oo
d’aprés Riemann (5 > 1).

Au voisinage de 07: on a f(z) ~
d’aprés Riemann (1/2 < 1).

Le suite de 'exercice se traite essentiellement comme dans le CC2: ici ¢ est pole double de f
et 2i est pole simple.

. In@2)+iZ L B log(2)
On trouve Res(f,2i) = T et Res(f, i) = u'(i) avec u(z) = (z+14)2(4 + 22)
Tl

Ainsi Res(f,i) = = T3 Et au final on trouve [ = ;_G(IH(Q) -3) -



