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EXAMEN session 2

VARIABLE COMPLEXE

Les calculatrices et les documents sont interdits.
La rédaction sera prise en compte dans la notation.

Dans tout le sujet, le disque unité ouvert du plan complexe est noté D.

Cours. (10 points=1+2,5+1,5+2,5+2,5)

1) Enoncer le théorème de l’application ouverte.

2) Énoncer et démontrer le théorème d’holomorphie sous le signe intégral.

3) (i) Rappeler la définition de la détermination principale du logarithme, que l’on notera Log.

(ii) Justifier qu’il existe une suite pcnqně1, que l’on précisera, telle que pour tout z P D, on
ait

Logp1` zq “
`8
ÿ

n“1

cnz
n

(iii) Application: déterminer lim
nÑ`8

´

1`
2iπ

n

¯n2

.

4) Justifier l’existence de I “
ż `8

´8

1

1` x2 ` x4
dx et calculer I en utilisant la méthode des résidus.

5) Soit fnpzq “
z

pz ´ nq2
pour n P N et z P Ω où Ω “ CzN.

(i) Montrer que la série de fonctions
ÿ

ně0

fn converge uniformément sur tout compact de Ω.

(ii) Montrer que z ÞÑ
ÿ

ně0

z

pz ´ nq2
définit une fonction holomorphe sur Ω. Quelle est la

nature de la singularité n (où n P N) ?



Exercice 1 (2 points)

Soient f et g deux fonctions holomorphes sur D.
On suppose que pour tout z P D, on a fpzq ¨ gpzq “ 0.

1) On suppose dans cette question qu’il existe a P D tel que fpaq ‰ 0. Montrer qu’il existe un
ouvert (non vide) ω Ă D tel que g|ω “ 0.

2) Montrer que f “ 0 ou g “ 0.

Exercice 2. (3 points)

Soient f et g deux fonctions holomorphes, ne s’annulant jamais, sur le disque ouvert Dp0, Rq où
R ą 1. On suppose que |fpzq| “ |gpzq| pour |z| “ 1.

1) On veut montrer qu’il existe λ P C, de module 1, tel que f “ λg sur Dp0, Rq.
(i) Montrer que |fpzq| “ |gpzq| pour z P D. (Indication: on pourra considérer f{g et g{f .)
(ii) Conclure.

2) Donner un contre-exemple (simple) si on ne suppose plus que f et g ne s’annulent pas.

Exercice 3. (5 points)

Calculer
ż `8

0

ecosx sinpsinxq

x
dx .

Indication: considérer la fonction z ÞÝÑ
exp

`

eiz
˘

z
et intégrer sur un demi-disque de grand rayon R dont on

aura évidé le centre 0 d’ε (avec 0 ă ε ă R) comme sur le schéma ci dessous. (rq: ne pas justifier a priori la
convergence de l’intégrale, elle sera assurée par la méthode de calcul)
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