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Examen- session 1. SERIES - INTEGRALES.

Eléments de correction
Exercice 1 cf D.M.

Exercice 2

1) Clairement , nous avons affaire (et a faire) & une série alternée. De plus, la suite

1
(2 +In(n + 1)
alternées, la série Z a, converge.

> est décroissante et sa limite est 0. D’apres le théoréme des séries
n=0

2) On utilise le test (régle) de Cauchy. On remarque d’abord que v, = 0 pour tout

n € N. Ensuite
1 n+ 1\n 1
Up =< ) = exp (nln (1— >>
n+2 n+2

et un D.L. donne

1n<1_n41—2> :_n—1|—2+0<(71712)2>:_n41-2+0<%>'

Ainsi

) 1 . 11
lim nln (1 — ) =—1 et lim wv,» =-<1.
n—-+00 n+ 2 n—-+00 e

Donc la série Z v, converge.

Exercice 3

sin (#2)
1) On commence par remarquer que t € Rt — f(t) = ———-2%— est continue donc
) . p quer q ) =5
localement intégrable.
Ensuite, d'une part |sin(-)| est bornée par 1. D’autre part, t* + 7t* + 5 > ¢* pour tout

t € R™. Ainsi, pour tout ¢ > 0 (et en particulier lorsque ¢ tend vers +o0), on a

1
f@)] < e

D’aprés le théoréme de comparaison et le critére de Riemann (3 > 1), l'intégrale converge
(absolument).



2) x €]0,1] — g(x) est continue donc localement intégrable. En effet

B T
~ In(1+a2)
In (1+27) = 0sur [0,1] et ne vaut 0 que si z* (donc z) vaut 0. La fonction g est positive.

1

Au voisinage de 0, on a In (1 +x2) ~ 2% donc g(x) ~ —. D’aprés le critére de Riemann,
x

1

T
I'intégrale ———— dx diverge (vers +o
& Lln(1+m2) verge (v )
x sin(z?)

3) reR —s est continue donc localement intégrable.

14+

. : . o ** rsin(a?)
On va utiliser le test d’Abel-Dirichlet pour justifier la convergence de

o 144z

A
1
D’une part pour tout A > 0, on a J wsin(z?) dr = 5(1 — cos(A?)) donc

dz.

0
4 3
‘f  sin(z?) dm’ < =
0 2
1

D’autre part, z € Rt — est décroissante et tend vers 0 en +oo.

1+

Le résultat est donc établi.
On pouvait aussi faire un changement de variable et se ramener & une situation plus
classique.

Exercice 4 (cf TD.)

1) Si |z| > 1, on peut remarquer |u,| —> 400 (croissances comparées). En particulier
la série diverge grossiérement.

n + In(n)

n? +1
par exemple), on a |u,| = O(|z[") or la série géométrique de terme général |z|™ converge

Si |z| < 1, comme la suite ( ) est bornée (puisque qu’elle converge vers 0

puisque |z| < 1. Ainsi la série Z u,, est absolument convergente.

On pouvait aussi tout traiter avec le test de D’Alembert (en faisant attention au cas
z=0..).

1
2) |u,| ~ — et la série harmonique diverge, donc Z |u,| est divergente. Pour z = 1,

Uy, = |u,| d’oit la conclusion !

N 52 _ ,N+1
3) Pour tout N > 2, on a Z 2F = T, # 1. Donc
—z
k=2
N
DERE
= 11—z

(qui est indépendant de N') donc la suite est bien bornée.

2



) +1 t+ In(t .
La suite <n n(n) —DU est décroissante

n? + 1 t2+1
car (par exemple) elle a une dérivée négative. On conclut avec Abel...

) est décroissante: en effet t > 2 ——
n=2

Exercice 5

La fonction 2 € RT — sin(z)e " est continue donc localement intégrable.
La convergence sera justifiée via le calcul mais on peut aussi directement remarquer
que | sin(z)e | < e qui est d’intégrale convergente car A > 0.
Pour tout A > 0, on a
A

A A
f sin(z)e ™ dr = J Im <eixe_)‘x> dr = [m(f e Te M da:)
0 0 0

[on pouvait aussi faire une variante via la formule de De Moivre|

or
A A :
f TN g — J ROV 1 (e(i—A)A B 1) _ At (1 B eiAe—AA>
0 0 i— A A2 41
done A AA : AA
f sin(z)e" dy = 1 —cos(A)e™™*  Asin(A)e "
0 A2 +1 A2 +1
1
Et quand A — 400, on obtient que l'intégrale converge vers SV

Variante pour la fin: on pouvait aussi remarquer que l'intégrale converge vers la partie

car e M4 dont le module est e tend vers 0.

imaginaire de

—1

Exercice 6

1) C.f. Cours (s €]1, +0]).

2) On effectue une comparaison série-intégrale. D’aprés la méthode du cours, comme

x €]1, +oo[— — est décroissante, on obtient le résultat.
xS

Pour s >1et A>1,on a

A
1 1 A 1 1
—do = || - - A7) — —— dA— +o0.
L v 1—saC 0 3—1( ) s—1 anatt

+00 1 1
Ainsi J — dz = ] et donc 1 < (s —1)((s) < (s—1)+ 1. D’aprés le “théoréme
1 x8 s —

1
des gendarmes”, on obtient (s — 1)((s) — 1 donc on a bien ((s) ~ p—T lorsque s — 17.
8 —



