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EXAMEN 1

SÉRIES - INTÉGRALES

Les calculatrices et les documents sont interdits.
La rédaction sera prise en compte dans la notation.

Cours. (4,5 points)

1) Enoncer le théorème sur le produit de deux séries numériques.

2) Enoncer et démontrer le test d’Abel-Dirichlet dans sa version pour les intégrales:

Soient f : R` Ñ R et g : R` Ñ R telles que . . . Alors
ż `8

0
fpxqgpxq dx . . .

Exercice 1 (2 points)

Soit f : R` Ñ R une fonction continue telle que lim
xÑ`8

fpxq “ ` P R.

Montrer que lim
AÑ`8

ż 2A

A

fpxq

x
dx “ ` lnp2q.

Exercice 2 (2,5 points=1+1,5)

Déterminer pour chacune des séries suivantes si elle converge ou diverge:

1) an “
p´1qn

2` lnpn` 1q
pour n P N. 2) vn “

´n` 1

n` 2

¯n2

pour n P N.

Exercice 3 (4 points=1+1+2)

Déterminer pour chacune des intégrales suivantes si elle converge ou diverge:

1)
ż `8

1

sin
`

t2
˘

t3 ` 7t2 ` 5
dt 2)

ż 1

0

x

ln
`

1` x2
˘ dx 3)

ż `8

0

x sinpx2q

1`
?
x

dx



Exercice 4 (4,5 points=1,5+3)

On s’intéresse à la série de terme général un “
´n` lnpnq

n2 ` 1

¯

zn où z P C et n ě 2.

1) On suppose dans cette question que |z| ‰ 1.
a) Justifier que si |z| ą 1, la série diverge.
b) Justifier que si |z| ă 1, la série est absolument convergente.

2) On suppose dans cette question que |z| “ 1.
a) Montrer que la série n’est pas absolument convergente. Pour z “ 1, quelle est la

nature de la série ?
b) On suppose désormais que |z| “ 1 avec z ‰ 1.

(i) Justifier que la suite
´

N
ÿ

k“2

zk
¯

Ně2
est bornée.

(ii) En déduire que la série de terme général un converge dans ce cas.

Exercice 5 (1,5 points)

Soit λ P R`˚. Justifier la convergence et calculer:
ż `8

0
sinpxqe´λx dx

Exercice 6 (3 points=0,5+2,5)

Pour s réel, on considère ζpsq “
`8
ÿ

n“1

1

ns
¨

1) Rappeler pour quels réels s, la série de terme général
1

ns
converge (et donc la quantité

ζpsq est bien définie).

2) On veut montrer que ζpsq „
1

s´ 1
lorsque sÑ 1`.

a) Montrer que, pour s ą 1, on a
ż `8

1

1

xs
dx ď ζpsq ď 1`

ż `8

1

1

xs
dx

b) Conclure.

2


