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EXAMEN 1
SERIES - INTEGRALES

Les calculatrices et les documents sont interdits.
La rédaction sera prise en compte dans la notation.

Cours. (4,5 points)

1) Enoncer le théoréme sur le produit de deux séries numériques.

2) Enoncer et démontrer le test d’Abel-Dirichlet dans sa version pour les intégrales:
+00

Soient f: R" > R et g: R" — R telles que ... Alors f(x)g(x)dx ...
0

Exercice 1 (2 points)

Soit f: R" — R une fonction continue telle que lim f(x) = (€ R.

r—+00
24
Montrer que lim @) dxr = (1n(2).

Exercice 2 (2,5 points=1+1,5)

Déterminer pour chacune des séries suivantes si elle converge ou diverge:

(="

:2+ln(n+1)

n—+1
n -+ 2

TL2
1) a, pour n € N. 2) v, = < > pour n € N.
Exercice 3 (4 points=1+1+2)

Déterminer pour chacune des intégrales suivantes si elle converge ou diverge:

+00 : tQ 1 +0o0 : 2
1)J 35111—(2)dt Q)J‘de 3)f st(x)dl.
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Exercice 4 (4,5 points=1,5+3)

|
Lﬂ(n))z” olzeCetn=>=2.

On s’intéresse a la série de terme général u,, = ( 7]
n

1) On suppose dans cette question que |z| # 1.

a) Justifier que si |z| > 1, la série diverge.

b) Justifier que si |z| < 1, la série est absolument convergente.
2) On suppose dans cette question que |z| = 1.

a) Montrer que la série n’est pas absolument convergente. Pour z = 1, quelle est la
nature de la série ?

b) On suppose désormais que |z| = 1 avec z # 1.

N
(1) Justifier que la suite < Z zk) est bornée.
= N2

(ii) En déduire que la série de terme général u,, converge dans ce cas.

Exercice 5 (1,5 points)

+a0
Soit A € RT*. Justifier la convergence et calculer: f sin(z)e ™ dx
0

Exercice 6 (3 points=0,5+2,5)

™

Pour s réel, on considére ((s) = Z —
n

n=1

1) Rappeler pour quels réels s, la série de terme général — converge (et donc la quantité
n
((s) est bien définie).

1
2) On veut montrer que ((s) ~ o1 lorsque s — 1%,
5 —

a) Montrer que, pour s > 1, on a

+00 1 +00 1
j d:z:éC(s)<1+f — dz
1 X8 1 X

b) Conclure.



