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EXAMEN 2

SÉRIES - INTÉGRALES

Les calculatrices et les documents sont interdits.
La rédaction sera prise en compte dans la notation.

Cours. (6,5 points=1+1,5+4)

1) Enoncer le théorème de groupement par paquets pour les séries.

2) Préciser (et justifier) le domaine de définition de la fonction Γ: Γpsq “

ż `8

0

ts´1e´t dt.

3) a) Enoncer le test d’Abel dans sa version pour les séries:

Soient
`

an
˘

ně0
une suite de complexes et

`

bn
˘

ně0
une suite de réels telles que . . . Alors

`8
ÿ

n“0

anbn . . .

b) On veut démontrer cet énoncé.
(i) Montrer que pour tous entiers q ą p ě 1 on a

q
ÿ

n“p

anbn “ Aqbq`1 ´ Ap´1bp `
q
ÿ

n“p

Anpbn ´ bn`1q où Am “

m
ÿ

n“0

an

(ii) Conclure.

(iii) Application: justifier la convergence de la série
`8
ÿ

n“0

ein

n` 1
¨

Est-elle absolument convergente ?

Exercice 1 (4 points)

Déterminer pour chacune des séries suivantes si elle converge ou diverge:

1) an “
n!

nn
où n ě 1. 2) bn “

p´1qn

lnpn`
?
πq

pour n P N.

3) un “
1

n1`3{n
où n ě 1. 4) un “ en

3
´

1´
1

n2

¯n5

où n ě 1.



Exercice 2 (3 points)

Déterminer pour chacune des intégrales suivantes si elle converge ou diverge:

1)
ż `8

0

1` t3 ` t2015

1` t` 2016 t2017
dt 2)

ż `8

0

arctanpxq

x
4
3

dx

3)
ż 1

0

cospxq

x
dx 4)

ż 1

0

sinpπxq
`

xp1´ xq
˘

3
2

dx

Exercice 3 (3 points)

Justifier l’existence et calculer
ż `8

´8

1

p9x2 ` 6x` 2q2
dx.

Exercice 4 (6,5 points=0,5+1+1,5+1+2,5)

Soit Rn “

`8
ÿ

k“n

p´1qk

k
pour n ě 1 entier.

1) Justifier que Rn est bien défini.
2) Quel est le signe de Rn ? (et pourquoi?) Justifier que la suite

`

Rn

˘

ně1
converge et

préciser sa limite.

3) Pour N ą n ě 1, montrer que
N
ÿ

k“n

p´1qk

k
“ p´1qn

ż 1

0

tn´1

1` t
dt` p´1qN

ż 1

0

tN

1` t
dt.

4) En déduire que pour n ě 1, on a Rn “ p´1qn
ż 1

0

tn´1

1` t
dt.

5) En déduire la convergence de la série de terme général Rn et calculer la somme de cette
série.
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