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EXAMEN 1 – Eléments de correction

SÉRIES - INTÉGRALES

Cours. Exercices 1-4-5

Voir TD...

Exercice 2

1) La fonction t P R` ÞÝÑ 1´ t` t2

1` t` 7t
7
2

est continue donc localement intégrable sur R`.
Au voisinage de `8, on a

1´ t` t2

1` t` 7t
7
2

„
1

7t
3
2

or
3

2
ą 1 donc l’intégrale converge d’après le critère de Riemann.

2) La fonction x Ps0, 1s ÞÝÑ
x

plnpx` 1qq
3
2

est continue donc localement intégrable sur s0, 1s.

Au voisinage de 0`, on a
x

plnpx` 1qq
3
2

„
1

x
1
2

or
1

2
ă 1 donc l’intégrale converge d’après le

critère de Riemann.

3) La fonction x Ps0,`8rÞÝÑ
cospxq
?
x

est continue donc localement intégrable sur s0,`8r.

Au voisinage de 0`, on a
cospxq
?
x

„
1

x
1
2

or
1

2
ă 1 donc l’intégrale converge en 0 d’après le

critère de Riemann ou encore
ż 1

0

cospxq
?
x

dx (par exemple) est bien définie.

Pour la convergence de l’intégrale entre 1 et `8, on utilise le test d’Abel. La fonction

x P r1,`8rÞÝÑ
1
?
x

est de classe C1, décroissante et de limite nulle en l’infini. Par ailleurs on a

pour tout A ą 1,
ˇ

ˇ

ˇ

ż A

1
cospxq dx

ˇ

ˇ

ˇ
“ | sinpAq ´ sinp1q|

qui est donc borné par 2 (indépendant de A).
Le test d’Abel s’applique et l’intégrale converge.

4) La fonction x P
‰

0, 1rYs1,
3

2

‰

ÞÝÑ
1

ln
´

1
|x´1|

¯ P R` est continue donc localement intégrable

sur s0, 1r d’une part et
‰

1,
3

2

‰

d’autre part.

Au voisinage de 0`, on a
1

ln
´

1
|x´1|

¯ “
´1

lnp1´ xq
„

1

x
donc l’intégrale diverge en 0 d’après le

critère de Riemann.



L’intégrale diverge donc. On pourrait aussi regarder ce qui se passe en 1 et justifier qu’en 1
l’intégrale converge (via un prolongement par continuité, ou par critère de Bertrand par exemple).

Exercice 3

La fonction x P
“

´
1

2
,`8

“

ÞÝÑ
1

p2` 4x` 4x2q2
est continue donc localement intégrable.

Au voisinage de `8, on a
1

p2` 4x` 4x2q2
„

1

16x4

or 4 ą 1 donc l’intégrale converge d’après le critère de Riemann.
On suit la méthode habituelle: on fait apparaitre la forme canonique: 2 ` 4x ` 4x2 “

p2x` 1q2 ` 1 et on fait donc le changement de variable u “ 2x` 1. Ainsi
ż `8

´ 1
2

1

p2` 4x` 4x2q2
dx “

1

2

ż `8

0

1

p1` u2q2
du.

On est ramené à une intégrale étudiée en cours: soit on utilise la formule de récurrence, soit
on rejustifie (via une I.P.P.) que

2
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0

1

p1` u2q2
du “
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0

1

1` u2
du`

” u

1` u2

ı`8

0
“

”

arctanpuq
ı`8

0
` 0 “

π

2
¨

On en déduit que
ż `8

´ 1
2

1

p2` 4x` 4x2q2
dx “

π

8
¨

2


