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EXAMEN session 2

SÉRIES - INTÉGRALES

Les calculatrices et les documents sont interdits.
La rédaction sera prise en compte dans la notation.

Cours. (4 points)

1) Enoncer le théorème sur le produit de deux séries numériques.
2) Soit f une fonction continue décroissante sur R`. Montrer que la série de terme général fpnq

(où n P N) et l’intégrale
ż `8

0

fpxq dx sont de même nature.

Exercice 1 (3,5 points points)

Déterminer pour chacune des séries suivantes (dont on donne le terme général un) si elle converge
ou diverge:

1) Pour n P N , un “
2n2 ´ 10

5n3 ` n` 1
¨

2) Pour n P N avec n ě 1, un “
p´1qn

lnpnq ` 2
¨

3) Pour n P N , un “
pcospnqq

?
n` n´ 3

n2 ` n` 1
¨

4) Pour n P N , un “
3npn!q2

p2nq!
¨

Exercice 2 (3 points)

Déterminer si les intégrales suivantes convergent ou divergent

1)
ż `8

0

x´ 2

1` x` x3
dx

2)
ż `8

0

lnpxq

1` x
3
2

dx

3)
ż `8

0

lnp1` xq

x
3
2

dx



Exercice 5 (2,5 points)

On s’intéresse à In “
ż `8

0

1
`

1` t2
˘n dt où n ě 1 est un entier.

1) Justifier l’existence de In pour tout n ě 1.

2) Justifier que pour t P
”

0,
1
?
n

ı

, on a
`

1` t2
˘n
ď e.

3) En déduire la nature de la série de terme général In.

Exercice 4 (3,5 points)

1) Justifier la convergence de la série dont le terme général an “
p´1qn

n` 1
¨

2) Montrer que pour tout N ě 1, on a
N
ÿ

n“0

an “

ż 1

0

1´ p´tqN`1

1` t
dt et en déduire la valeur de

`8
ÿ

n“0

an.

3) Justifier la convergence et calculer la somme de la série dont le terme général un est donné par

@n P N , un “
n
ÿ

k“0

p´1qk

pn´ kq! pk ` 1q
¨

Exercice 5 (3,5 points)

1) En utilisant le test d’Abel-Dirichlet, montrer que
ż `8

1

ex sin
`

ex
˘

x
dx converge.

2) On se demande si
ż `8

1

ex sin
`

ex
˘

x
dx est absolument convergente.

Pour k P N, on pose a0 “ 1 et ak “ ln
`

kπ
˘

lorsque k ě 1.
a) Montrer que pour tout entier N ě 1, on a

ż aN`1

1

ˇ

ˇex sin
`

ex
˘ˇ

ˇ

x
dx ě

N
ÿ

k“0

1

ak`1

ż ak`1

ak

ˇ

ˇex sin
`

ex
˘ˇ

ˇ dx

b) Soit k ě 1, calculer
ż ak`1

ak

ˇ

ˇex sin
`

ex
˘
ˇ

ˇ dx.

c) Conclure.
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