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Problème 1

Autour d’outils classiques d’analyse

Remarque: les deux premières parties sont indépendantes.

Partie I.

Soit n ∈ N.

1) Justifier l’existence de In =

∫ π/2

0

(
sin(t)

)n
dt et montrer que 0 < In+1 ≤ In.

2) (i) Montrer que (n + 1)

∫ π/2

0

cos2(t)
(

sin(t)
)n

dt = In+2.

(ii) En déduire que (n + 2)In+2 = (n + 1)In.

3) Montrer que
n + 1

n + 2
In ≤ In+1 ≤ In et en déduire que In ∼ In+1 quand n tend vers l’infini.

4) Déterminer les valeurs de I2n et I2n+1 en fonction n.

Partie II.

Soit (bj)j∈N une suite de réels strictement positifs telle que la série
∑

bj diverge et telle que
la série entière

∑
bnx

n ait un rayon de convergence égal à 1.

On se donne aussi (ak)k∈N une suite de réels vérifiant lim
k→+∞

ak
bk

= L ∈ R.

1) Montrer que la série entière
∑

anx
n a un rayon de convergence égal au moins à 1.

2) (i) Justifier que x ∈ [0, 1[ 7−→
+∞∑
n=0

bnx
n est croissante.

(ii) On suppose qu’il existe une limite finie ` à
+∞∑
n=0

bnx
n quand x→ 1−. Montrer que

` ≥
N∑
n=0

bn pour tout n ∈ N.

(iii) En déduire que lim
x→1−

+∞∑
n=0

bnx
n = +∞.

On fixe ε > 0.

3) (i) Montrer qu’il existe N0 ∈ N tel que pour tout x ∈ [0, 1[:

∣∣∣ +∞∑
n=N0

(an − Lbn)xn
∣∣∣ ≤ ε

+∞∑
n=N0

bnx
n.



(ii) En déduire que lim
x→1−

+∞∑
n=0

(an − Lbn)xn

+∞∑
n=0

bnx
n

= 0.

4) Quelle comparaison de comportement asymptotique obtient-on entre
+∞∑
n=0

anx
n et

+∞∑
n=0

bnx
n

quand x→ 1−?

Partie III.

On souhaite obtenir un équivalent de x ∈ [0, 1[ 7−→
∫ 1

0

1√
(1− t2)(1− xt2)

dt quand x→ 1−.

1) Soit x ∈ [0, 1[, montrer que l’intégrale I(x) =

∫ 1

0

1√
(1− t2)(1− xt2)

dt est bien définie.

2)(i) Pour x ∈ [0, 1[, exhiber le développement en série entière de t ∈ [0, 1] 7−→ 1√
(1− xt2)

·

(ii) Justifier que

∫ 1

0

t2n√
(1− t2)

dt est bien définie et vaut I2n.

(iii) En déduire que I(x) =

∫ 1

0

1√
(1− t2)

dt +
+∞∑
n=1

I2n

(2n + 1)I2n+1

xn.

3) Conclure que I(x) ∼ −1

2
ln(1− x) quand x→ 1−.
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