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Problème 3

Autour des valeurs adhérences.

Les deux premières parties sont indépendantes.

Partie I. Limites supérieures/inférieures.

Soit
(
un

)
n∈N une suite bornée de réels.

1) (i) Justifier que les suites Sn = sup
k≥n

uk et In = inf
k≥n

uk sont bien définies et monotones

(on précisera la monotonie).
(ii) En déduire que ces deux suites convergent.

On note alors limuk la limite de
(
Sn

)
n∈N (limite supérieure) et limuk la limite de

(
In
)

n∈N (limite
inférieure).

2) Déterminer les limites supérieures et inférieures des suites:

(
(−1)n

)
n∈N et

((
1 +

(−1)n

n

)n
)

n≥1

.

3) Montrer que la suite
(
un

)
n∈N converge si et seulement si limuk = limuk. Quelle est alors

la limite ?

Soit ` ∈ R tel qu’il existe une sous-suite
(
unj

)
j∈N convergente vers ` : On dit que ` est une

valeur d’adhérence de la suite
(
un

)
n∈N.

4) Montrer que limuk ≤ ` ≤ limuk.

5) Montrer que limuk est une valeur d’adhérence de la suite
(
un

)
n∈N.

On admet que, de même, limuk est une valeur d’adhérence de la suite
(
un

)
n∈N.

6) Soient I un intervalle et f : I 7−→ R une application continue. On suppose que ` ∈ I
est une valeur d’adhérence de la suite

(
un

)
n∈N (suite de I). Montrer que f(`) est une valeur

d’adhérence de la suite
(
f(un)

)
n∈N.

Partie II. Sous-groupes additifs de R.

On considère H ⊂ R, un sous-groupe additif de R: 0 ∈ H et ∀x, y ∈ H, on a x− y ∈ H.

1) Soit a ∈ R, montrer que aZ = {an|n ∈ Z} est un sous-groupe additif de R.

2) On considère H un sous-groupe additif de R tel que H 6= {0}.
a) Montrer que α = inf{x > 0| x ∈ H} est bien défini.

b) On suppose ici que α > 0.



(i) Montrer que α ∈ H.

(ii) En déduire que αZ ⊂ H.

(iii) Soit h ∈ H. Justifier qu’il existe δ ∈ [0, α[ et n ∈ Z tels que h = nα + δ.

(iv) En déduire que αZ = H.

c) On suppose ici que α = 0.
Soient I =]u, v[ un intervalle ouvert avec u < v, et ε = v − u

(i) Justifier qu’il existe h ∈ ]0, ε[∩H.

(ii) En déduire que H est dense dans R.

Partie III. Application.

On admet que π /∈ Q.

1) Justifier que Z + 2πZ = {n+ 2πm|n,m ∈ Z} est dense dans R.

2) En déduire l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
(

cos(n)
)

n∈N.
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