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Université d’Artois.
P. Lefèvre

Problème 3

Fonction arctan et applications.

On rappelle que la fonction arctan est la fonction réciproque de

τ
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−→ R

x 7−→ tan(x)

Partie I. Propriétés.

1) Justifier que la fonction τ ci-dessus est effectivement une bijection.

2) (i) Que vaut arctan(0) ? Que vaut arctan(1) ?

(ii) Quelle est la parité de arctan ? Quelle est la monotonie de arctan ?

(iii) Est-ce que arctan admet des limites en +∞ ou −∞ ? Si oui, lesquelles ?

3) Justifier que arctan est dérivable sur R et que calculer sa dérivée. Est-ce que arctan est
de classe C∞ ?

On considère la fonction ∆(x) = arctan(x) + arctan
(
1/x
)

pour x ∈ R∗.

4) (i) Justifier que ∆ est dérivable et montrer que sa dérivée est nulle.

(ii) En déduire la valeur de ∆(x) pour tout x ∈ R∗.

Partie II.

1) Que vaut

∫ x

0

1

1 + t2
dt ?

2) Justifier que pour tout entier m ≥ 1 et tout t ∈ R, on a

1

1 + t2
=

m−1∑
k=0

(−1)kt2k +
(−t2)m

1 + t2
·

3) En déduire qu’il existe une fonction θm : R→ R bornée telle que

arctan(x) =
m−1∑
k=0

(−1)k

2k + 1
x2k+1 + x2mθm(x)·



Partie III.

Soit n un entier naturel non nul.

1) Montrer que l’équation tan(t) = t admet une unique solution dans l’intervalle ]nπ, nπ+ π
2
[.

On notera cette solution tn.

2) Montrer que
tn
n

a une limite quand n tend vers +∞.

3) (i) Etablir une relation entre tn et arctan(tn).

(ii) En déduire une relation du type tn = an+ b+ εn avec εn → 0, où on déterminera a

et b.

4) (i) Montrer qu’il existe une suite bornée (βn)n≥1 telle que
1

tn
=

1

nπ
+
βn
n2
·

(ii) En déduire un développement du type: tn = an+b+
c

n
+
αn
n2

, avec (αn)n≥1 bornée,

où on déterminera c.
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