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Dans ce chapitre, nous allons voir comment construire la mesure de Lebesgue
sur R, en prolongeant la notion de longueur d’un intervalle.

1 Mesure positive engendrée par une mesure ex-
térieure.

Définition 1 Soit S un ensemble. On appelle mesure extérieure sur S toute
application m*: P(S) — Ry telle que:
1) m*(0) =0;
2) m*(A) < m*(B) si A C B (monotonie) ;
3) m*( U An) < X m*(A,) pour toute suite (Ay)n>1 de parties de S
n>1 n>1

(sous o-additivité).

La différence avec une mesure positive sur (S, P(S)) est que 'on ne demande
pas qu'il y ait égalité dans le 3) lorsque les parties A,, n > 1, sont deuxa-deux
disjointes.

Bien siir, tout mesure positive définie sur P(S) tout entier est une mesure
extérieure sur S. Il est d’autre part facile de voir que toute mesure extérieure
sur S qui est additive, au sens ou: m*(A U B) = m*(A) + m*(B) lorsque A et
B sont disjoints (AN B = (), est une mesure positive sur (S, P(S5)).

Proposition 2 Soit (S, 7, m) un espace mesuré.
Si Uon définit m*: P(S) — Ry par:

m*(X) =inf{m(A); A€ T et X C A}, VX CS,
alors m* est une mesure extérieure sur S et sa restriction o 7 est égale a m.

Preuve.
1) Il est clair que m*(f)) = 0 puisque m()) = 0.



2) Si X et Y sont des parties de S telles que X C Y, alors, pour toute
Ae T, ona: Y CA = X CA;donc:

inf{m(A); Ae T et X CA}<inf{m(4); A€ T etY C A},

c’est-a-dire m*(X) < m*(Y).

3) Soit (X, )n>1 une suite de parties de S. S’il existe un indice ng > 1 pour
lequel m*(Xy,,) = +o0, on a > -, m*(X,) = +o0, de sorte que l'inégalite
m*(Un>1 X,L) < Xps1 m*(Xp) est évidente.

Supposons donc que m*(X,,) < +oo pour tout n > 1. Donnons-nous un
e > 0 arbitraire. Par définition, pour tout n > 1, il existe A, € 7 tel que
X, CA, et:
m(4,) < m*(X,)+¢e/2".

Comme |J X, C |J A, et que U A, €  (puisque  est une tribu), on a
n>1 n>1 n=1
m*( U Xn) < m( U A ) Comme m est une mesure positive sur (9, .7), on
n>1
m(UAn) Z ( n); donc:
n>1 n>1

m*( U Xn) <Y omA) <3 (mH(Xa) +2/27) = 3 m(X,) + <

n>1 n>1 n>1

Comme & > 0 est arbitraire, cela donne bien m*( |J X,) < Y m*(X,,).
n>1 n=1

Pour terminer, si X € 7, on a, puisque m est une mesure positive sur
(S, 7): m(X) < m(A) pour tout A € J tel que X C A; donc:

m*(X) <m(X) <inf{m(A); A€ T et X C A} = m*(X),
d’ou I’égalité. O

Proposition 3 Soit (S,.7,m) un espace mesuré et m* la mesure extérieure
construite & partir de m comme dans la Proposition 2. Alors, pour tout A € T,
on a:

m*(X)=m"(X NA)+m"(XNA°)

pour tout X C S.

Preuve. La sous o-additivité de m* (Proposition 2) donne 'inégalité m*(X) <
m*(X N A) + m*(X N A°). Réciproquement, pour tout B € .7 tel que X C B,
on a:

1) XNACBNAetBNA€.J;doncm*(XNA) <m(BNA);

2) XNA°CBNA®et BNA°€.7; donc m*(X NA°) <m(BnN A°).
Il en résulte que:

m (X NA) +m*(XNA°) <m(BNA)+m(BnN A°).



Mais m(BNA)+m(BNA°®) = m(B) puisque m est une mesure positive sur (.9, 7)
et que A,B € 7 (et (BNA)N(BNAC) =0). Ainsi m*(X NA)+m* (X NA°) <
m(B).

Comme c’est vrai pour tout B € 7 tel que X C B, on obtient 'inégalité
inverse m*(X N A) + m*(X N A%) < m*(X). O

La Proposition 3 conduit & la définition suivante.

Définition 4 Soit S un ensemble et m* une mesure extérieure sur S.
On dit qu’une partie A de S est m*-mesurable (ou aussi mesurable au sens
de_Carathéodory) si:

m* (X)=m"(XNA)+m"(XNA%), VX CS.

Notons qu’en vertu de la sous o-additivité, I'inégalité m*(X) < m*(XNA)+
m* (X N A€) est toujours vraie ; pour vérifier qu’une partie A est m*-mesurable,
il suffit donc de vérifier I'inégalité inverse m*(X) > m*(X N A) + m*(X N A°)
pour tout X C S.

On a alors:

Théoréme 5 (Théoréme de Carathéodory (1918)) Soit S un ensem-
ble et m* une mesure extérieure sur S. Alors:

1) Vensemble M des parties m*-mesurables est une tribu de parties de S ;
2) la restriction m de m* & M est une mesure positive sur (S, M).

De plus, l’espace mesuré (S, M,m) est complet.

Preuve. a) Il est clair que § € M et aussi que A° € M si A € M, puisque la
définition est symétrique par rapport & A et A°.

b) Montrons maintenant que M est stable par réunion, c¢’est-a-dire que si
A, Be M, alors AUB € M.

Avant de passer a la preuve, notons qu’avec la stabilité par complémentation
cela entraine la stabilité de M par intersection.

Pour tout X C S, on a, par sous o-additivité:

m*(X) <m* X N(AUB)|+m*[X N (AU B)
=m (X NA)UXNB)]+m*(XnNA°N B°).

Comme

(XNA)U(XNB) = (XNAU[(XNBNA)U(XNBNA®)] = (XNA)U(XNBNA®)



(car XN BNAC XnNA), on obtient :

m* (X)) <m"(XNA)+m" (XNBNA®)+m" (X NA°N B°)
=m" (X NA) +m"(XNA°) car B est m"-mesurable

=m*(X) car A est m*-mesurable.

Par conséquent :
m* (X)=m"[XNAUB)]+m*[(X N (AU B)‘

et donc A U B est m*-mesurable, puisque c’est vrai pour toute partie X de S.
¢) Nous allons montrer simultanément que M est une tribu et que 1 est une
mesure positive.

e 1°7¢ étape. Pour tout ensemble fini {Aq,..., A} d’éléments de M deua-
a-deux disjoints, on a:

m* [Xﬂ (kL_JlAk.)} - kz:lm*(XﬁAk), VX C S,

La preuve se fait par récurrence sur n. La propriété est évidemment vraie pour
n = 1. Supposons qu’elle le soit pour n. Alors:

n+1
()
N n+1 n+1
:m*|:Xﬂ ( U Ak> ﬁAn+1:| —&-m*[Xﬁ ( U Ak) ﬂA%+1:|
k=1 k=1

(car A,4+1 est m*-mesurable)

= (X 0 A o [x0 (U 4]

k=1
(car Ay, ..., An, Ay sont deux-a-deux disjoints)

=m* (X NApg1) + Y m*(X N Ay)
k=1
(hypothése de récurrence)
n+1

=3 m (X N A

k=1

En particulier, en prenant X = J;_, Ay, on obtient :
Pour toute famille finie {A1,..., A,} d’éléments de M deuz-a-deux dis-

joints, on a:
m*( U Ak> =3 mr(Ap).
k=1 k=1
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o 2°¢ gtape. Si (Ap)n>1 est une suite (infinie) d’éléments de M deuz-a-
deux disjoints, alors :

(4) L>J A, eM;
(i4) n;(ngl An) = 3 m(An)

Posons A = [J;, Ak et B, = Up—; Ak
D’apreés I’étape 1, nous savons que B, € M. Donc, pour tout X C S, nous
avons :

m*(X)=m"(XNB,) +m*(XNB;)

=> m (X NAp)+m*(XNB)
k=1

> m* (X NAR)+m (X NA%), car A° C B,
k=1

Ceci étant vrai pour tout n > 1, nous obtenons:

(%) m*(X) =Y m*(X N Ay) +m* (X NA%);
k>1

d’ot1, en utilisant la sous o-additivité de m* :
m*(X) =2 m* (X NA)+m*(X NA°).

Cela prouve que A € M.
De plus, en prenant X = A dans l'inégalité (x), nous obtenons:

m*( U Ak) > Zm*(Ak),

k>1 k>1

et en fait I’égalité m* ( Uk>1 Ak) = Zk>1 m*(Ag), puisque l'inégalité inverse est
toujours vraie, par sous o-additivité.

e 3¢ gtape. M est une tribu.

Soit (Ay)n>1 une suite quelconque d’éléments de M. Posons By = Ay, et,
pour n > 2, B, = A, N ( Z;ll Ak)c. Comme M est stable par intersection et
par complémentation, les B,, sont m*-mesurables. Ils sont deux-a-deux disjoints
car B, C A, pour tout n > 1, mais By C AS pour k > n. Par conséquent
Un>1 B, € M, en vertu de 'étape 2. Il en résulte que Un>1 A, € M puisque
Un>1An = Un% B,,. En effet, il est clair que Un21 B, C Un>1 A, puisque
B, € A, pour tout n > 1. D’autre part, si € Un>1 A, et si ng est le plus
petit indice tel que = € A,,,, on a x ¢ Ay, pour k < ng, c’est-a-dire x € B,,,.

d) Prouvons maintenant que I’espace mesuré (S, M, m) est complet.



Soit N un ensemble mm-négligeable. 1l existe A € M tel que m(A) = 0 et
N C A. Comme m*(N) < m*(A) = m(A) =0, on a m*(N) = 0. Cela entraine
que N € M. En effet, pour tout X C S, on a:

XNANCN = m*(XnN)=0
XNAN°CX = m*(XNN¢)<m*(X);

d’ot m*(X) = m*(X N A) +m*(X N A°). O

Remarque. Nous avons vu dans la Proposition 2 que I’on pouvait construire une
mesure extérieure a partir d’'une mesure positive. Le Théoréme de Carathéodory
permet de construire une mesure positive a partir d’'une mesure extérieure. Ces
deux constructions sont compatibles:

Proposition 6 Soit (S,.7,m) un espace mesuré o-fini, et soit m* la mesure
extérieure sur S obtenue & partir de m dans la Proposition 2. Alors [’espace
mesuré (S, M,m) obtenu & partir de m* par le Théoréme de Carathéodory est
égal au complété (S, T m) de (S, 7,m).

Preuve. On a . C M par la Proposition 3. Comme M est m-compléte, par
le Théoréme de Carathéodory, et que m(A) = m*(A) pour tout A € J par la
Proposition 2, on a (S, Z,,,1m) C (S, M, ).

Notons que cette inclusion est vraie méme sans I’hypothése de o-finitude de
m.

Pour montrer I'inclusion inverse, nous nous servirons de deux lemmes.

Lemme 7 Soit (S, 7,m) un espace mesuré. Alors, pour tout X C S tel que
m*(X) < 400, il existe A€ T tel que X C A et m*(X) = m(A).

Lemme 8 Si (S,7,m) est un espace mesuré o-fini, il en est de méme de

(S, M,m).

Le contre-exemple suivant montre que le Lemme 8 et la Proposition 6 ne
sont pas vraies pour des mesures non o-finies.

Soit S un ensemble non dénombrable, .7 la tribu des parties A de S qui
sont soit dénombrables, soit de complémentaire dénombrable, et m la mesure
(non o-finie) définie par m(A) = 0 si A est dénombrable et m(A) = +oo si
A€ est dénombrable. La tribu 7 est m-compléte (car toute partie contenue
dans une partie dénombrable est aussi dénombrable) et différente de P(S) (il
existe des parties de S qui ne sont pas dénombrables ni de complémentaire dé-
nombrable ; pour le voir, on peut remarquer que, .S étant infini, il existe une
bijection ¢: {1,2} x S — S; alors la partie X = @({1} x S) n’est pas dénom-
brable et son complémentaire X ¢ = ¢({2} x S) non plus). Pourtant M = P(S).
En effet, m*(X) = m(X) = 0 si X est dénombrable et m*(X) = +oo0 si X
n’est pas dénombrable (car alors X C A avec A € J exige que A° soit dé-
nombrable, et donc m(A) = +o00). On voit alors que toute partie X de S
est m*-mesurable: si X est dénombrable, alors X N A et X N A€ aussi; donc



m*(X) =0=0+4+0=m*(XNA)+m*(XNA°); si X n’est pas dénombrable, alors
X NAouXnNA°non plus; on a donc m*(XNA) = +oo oum*(XNA°) = +o0,
de sorte que m*(X) = +oo = m*(X N A) + m*(X N A°).

Suite de la preuve de la Proposition 6. Soit X € M et montrons que
X € T, Séparons deux cas.

a) Si m(X) = m*(X) < +o0, il existe, par le Lemme 7, une partic A €
telle que X € A et m*(X) = m(A4). Comme .7 C M et que m = s et
m = m‘M, on a m(X) = m(A). Alors, puisque m est une mesure positive et que

m(X) < 400, on a m(A\ X) = 0. Mais cela s’écrit aussi m*(A\ X) = 0. Pour
voir qu’alors X € ,?Am, utilisons de nouveau le Lemme 7: il existe B € .7 tel que
A\ X C B et m*(A\ X) = m(B). Cela entraine en particulier que m(B) = 0 et,
pulsque A\ X C B, que A\ X est m-négligeable, c’est-a-dire que A\ X € T
Mais 7}, est une tribu contenant .7 ; comme A € .7, cela entraine que X € Z,.

b) Si m(X) = m*(X) = +oo, on utilise le Lemme 8: lespace mesuré
(S, M,m) est o-fini; il existe donc une suite croissante (S,)n>1 d’éléments de
M telle que S = nlir}:clSn et m(S,) < +oo pour tout n > 1. Alors, pour tout

n>1l,onaXNS, e Met m(XNS,) < +oo. Il résulte de la partie a) de la
preuve que X NS, € Z,,. Alors X = Un>1(X NS,) € Im.

On a donc M = J,,. De plus m = 1 puisque M|z = Mz = m et que le
prolongement de m a T est unique. O

Preuve du Lemme 7. Par définition de m*, pour tout n > 1, il existe 4,, € T
tel que X C A, et m(A4,) < m*(X)+1/2™. SlA Nns1 Ans onaAE T,X C
A et, pour tout n > 1: m(A) < m(A,) < m*(X) +1/2"; donc m(A) < m*(X).
Comme X C A, on a aussi m*(X) < m(A), d’ou I'égalité. O

Preuve du Lemme 8. Il existe une suite croissante (S,)n>1 d’éléments de .7
telle que S = lirfT Sp et m(S,) < 400 pour tout n > 1. Comme J C M, on
n—-—1+0oo

a S, € M et m(S,) =m(S,) < +oo pour tout n > 1. O

2 Théoréme de prolongement.

Les mesures positives sont définies sur des tribus de parties, qui sont, sauf
exception, de trés gros objets. Il n’est donc pas possible, en général, de définir,
de fagon explicite, une mesure positive, c’est-a-dire de préciser les valeurs prises
en tous les éléments de la tribu. Par contre, on peut le faire sur une classe de
parties engendrant cette tribu. Afin de pouvoir construire un prolongement, on
va demander que cette classe ait certaines propriétés de stabilité.



Définition 9 On dit qu’une classe de parties A C P(S) d’un ensemble S est
une algébre de parties de S si:

1) SeAetheA;

2) A est stable par complémentation: € A = A°€ A;

3) A est stable par réunion (finie) : AUB € A si A,B € A.

Toute algébre de parties est aussi stable par intersection: AN B € A si
A, B € A, et par difference: A\ B=ANB°e€ Asi A, B e A.
Toute tribu de parties de S est en particulier une algébre de parties de S.

Définition 10 Si S est un ensemble et A est une algebre de parties de S, on
appelle mesure positive sur (S, A) toute application p: A — Ry telle que:

1) n(0) =0

2) pour toute suite (Ap)n>1 d’éléments de A deux-d-deux disjoints et qui
est telle que J,,», An € A, on a:

u( U An> =3 WA (o-additivite).

n>1 n>1

On dit que p est finie si pu(S) < +oo, et qu'elle est o-finie sl existe des
Sy € A tels que S = 1,5, Sn et p(Sn) < 400 pour tout n > 1.

Comme pour les mesures positives définies sur une tribu, on montre les
propriétés suivantes :

a) croissance: si A,B € A, alors AC B = u(A< u(B);

b) sous o-additivité : si A, € A pour tout n > 1 et Un>1 A, € A, alors
Iu’( Un}l A") < Zn}l N’(A")

Pour une mesure positive définie sur une algébre de parties, la formule de
la Proposition 2 ne permet pas d’obtenir une mesure extérieure. Toutefois, si
(S, J,m) est un espace mesuré, on a, pour toute partie X C S

inf{m(A4); Ae 7, X C A}
=inf { Y m(An); An€ 7, Vn>1, X C ] An}.
n>1

n>1

En effet, > est évidente (il suffit de prendre A; = A et A, = () pour n > 2),
et < résulte de ce que, puisque 7 est une tribu, Un>1 A, € T et de ce que

m(U7121 A,) < > ns1 M(An).

Cette remarque conduit au résultat suivant :

Proposition 11 Soit A une algebre de parties de l’ensemble S, et p une mesure
positive sur (S, A). Alors lapplication m*: P(S) — Ry définie par:

m*(X):inf{Zu(An); Apn€ T, Vn>1, X C UA”}

nz1 n>1

pour X C S, est une mesure extérieure sur S, et mrA = U.



Notons que 'on peut toujours recouvrir X par la réunion d’une suite d’élé-
ments de A (il suffit de prendre A; = S et A, = 0 pour n > 2).

Preuve. Le fait que m* soit une mesure extérieure se montre exactement de la
méme fagon que dans la Proposition 2.
Pour voir que m‘*A = u, prenons A € A. On a, de fagon évidente, m*(A) <

p(A) (prendre A; = A et A, =) pour n > 2). Pour I'inégalité inverse, prenons
des A,, € Atels que A C Un21 A,. Comme ANA, € A et que Un>1(AﬂAn) =
Ae A ona:

() = p( J(An40)) <3 wAn4,) <3 ulAn).

n>1 n=1 n>1

Il en résulte que p(A) < m*(A). O

On a alors:

Théoréme 12 (Théoréme de prolongement de Hahn) Toute mesure
positive p définie sur une algébre de parties A d’un ensemble S se prolonge
en une mesure positive m sur la tribu = o(A) engendrée par A.

De plus, si i est o-finie, alors ce prolongement est unique et m est o-finie.
Si i est finie, m [’est aussi.

Preuve. La Proposition 11 dit qu’il existe une mesure extérieure m* sur .S dont
la restriction a A est p. Par le Théoréme de Carathéodory, il existe une tribu
M (la tribu des parties m*-mesurables) telle que m = miy, soit une mesure
positive sur (S, M). Or on démontre, exactement comme dans la Proposition
3, que A C M. Il en résulte que J = o(A) C M et que la mesure positive
m=nm g = mry convient,.

Voyons maintenant 'unicité. Soit m; et my deux mesures positives définies
sur une tribu contenant A et prolongeant p. Soit :

C={AecA; u(A) < +oo}.

Alors C est stable par intersection finie. Comme p est o-finie, il existe une suite
croissante (Sy)n>1 d’éléments de A telle que S = liIET Sp et u(S,) < +oo
n—-—1+:0oo

pour tout n > 1: ces Sy, sont dans C. De plus, comme my4 = maj4 = K,
on a mi(A) = ma(A) < 400 pour tout A € C. Le Théoréme d’unicité des
mesures assure que m;j et mq sont égales sur o(C). Mais pour tout A € A, on a
A= liml (ANS,) et ANS, €C;donc AC o(C), de sorte que o(C) = o(A).

n—-oo
Pour terminer, il reste & remarquer que toute mesure positive prolongeant

une mesure o-finie (resp. finie) ’est aussi: si p est finie, alors S € A C 7 et
m(S) = pu(S) < +oo; si p est o-finie, m(S,) = p(S,) < 400 avec S =J,,5; Sn
et S, e AC 7. O



Contre-exemples. 1) Soit .4 I’algébre de parties de R formée par les réunions
finies d’intervalles du type: | — o0, al, [a, b], ou [b, +00[, avec —oco < a < b < +00.
On a une mesure positive u, non o-finie, sur A, en posant u(@) = 0 et u(A) =
+00 pour tout A € A\ {@}. La tribu engendrée par A est la tribu borélienne
Bor(R) de R, et on a deux prolongements distincts de p: d’une part la mesure
de comptage, et d’autre part la mesure m définie par m(f)) = 0 et m(4) = +oo
pour A € Bor(R) \ {0}.

2) Si 'on prend lalgebre de parties de Q, définie de la méme fagon que
ci-dessus (mais avec des intervalles de Q), alors o(A) = P(Q); la mesure de
comptage ¢ sur P(Q) est o-finie, mais 1 = ¢j4 ne l'est pas; si m = 2c, alors
m # ¢, mais m| 4 = c| 4, ¢’est-a-dire que m et c sont deux prolongements distincts
de p.

3 La mesure de Lebesgue sur R.

Soit .# I’ensemble de tous les intervalles de R. On considére 1'algébre A » de
toutes les réunions finies d’éléments de .#.

Lemme 13 Pour tout élment A de A, il existe une décomposition minimale
unique en réunion finie d’intervalles deuz-a-deux disjoints.

Le terme “minimal” se rapporte au nombre d’éléments de la décomposi-
tion. Il y a plusieurs décompositions non minimales; par exemple: [0,1] =

0,1/2[U[1/2,1].

Preuve. Ce sont les composantes connexes de A. O

Définition 14
1) La longueur d’un intervalle I d’extrémités a et b, avec —o0o < a < b < +o0,
est

8([):{ b—a si—co<a<b<+o00

400 sia ou b est infini.

2)SiAe Ay et A=\Ji_, I est la décomposition minimale de A, on définit
la longueur de A par:

0A) = U(Iy).

n
k=1

Le point essentiel est alors:

Théoréme 15 ¢ est une mesure positive sur (R, A») et elle est o-finie.

10



Avant de voir la preuve, voyons tout de suite la conséquence fondamentale,
qui résulte du Théoréme de prolongement de Hahn:

Théoréme 16 Il existe une unique mesure positive \ sur (R, BO?"(R)) telle
que :

Aa, b)) =b—a

pour tous a,b € R tels que a < b.
On Uappelle la mesure de Lebesque sur R.

L’unicité vient du Théoréme d’unicité des mesures, appliqué a la classe
Jo ={]a,b]; —0 <a<b<+oo}

qui est stable par intersection finie et engendre la tribu borélienne, vu que

R = liml] — n,n[, et que £ est finie sur .%.
n—-4o0o

Preuve du Théoréme 15. Il est tout d’abord clair que £ est o-finie puisque
l([-n,n]) =2n < +oc et R = [—n,n].

lim
n—-+oo
1) Prouvons ensuite, dans un premier temps, que ¢ est additive.
Soit A et A’ deux éléments disjoints de A ». Si

n ’ﬂ’
A= L et A=
k=1 k=1
sont leurs décompositions minimales, alors:
nl/
AvA =1y,
k=1

avec ' =n+n' et

I I, si 1<k<n,
Lo, st n+l1<k<n+n =n"

Ce n’est pas la décomposition minimale, mais les I}/ sont néanmoins disjoints :
si k1 < ko, trois cas sont possibles:

* 1 < ky < kg <njalors I}/ = Iy, et I} = Iy, ;donc I} NI} = I, NIy, = 0;

* 1<k <netn+l <k <ntn'jalors [} =1y, CAet ) =1, , CA,
d’ot I}! NI}} = 0 puisque A et A" sont disjoints ;

!, " ! " / .
. * n//—l— 1 /< k1 </k2 < n+n'; alors Ik1 = Ikl_n et Ikz = Ikz_n, donc

N =n _,nhL, ., =0

11



Tout revient donc & montrer que pour toute décomposition

P
B={JJ
r=1

d’un élément B € A s en intervalles deux-a-deux disjoints, on a:

En raisonnant sur chaque intervalle de la décomposition minimale de B, il suffit
de le faire lorsque B = I est un intervalle.

Or si lintervalle I est infini, I'un des J, l'est aussi, de sorte que > 0_, ¢(J,.) =
+0oo est égal & £(I) = +o0.

Dans le cas ou I est fini, appelons a et b ses extrémités (—oo < a < b < +00)
et appelons a, et b, (a, < b,) celles de J,.. Comme il n’y a qu'un nombre fini
d’intervalles J,., on peut supposer qu’on les a numérotés en ordre croissant :

ap <by <apg<hy<ag < <hy—1 <ap < by.
Mais comme Ji, ..., J, forment une partition de I, on a en fait:
a=a; <by=ay<by=a3< - <bpo1=a, <b,=b.

Donc:

Conséquence: si Aq,...,A, € Az, alors
o(UJan) <D uan.
k=1 k=1

En effet, si 'on pose, comme dans la preuve de la 3°™¢ étape de la preuve du

Théoréme de Carathéodory: By = Ay, Bo = Ay \ A1, B3 = A3\ (A1 U As),...,

B, =A,\ (41 U---UA,_1),alors By,...,B, € Ay, B, C A pour tout k <n
et Up_, Brx = Uj_, Ax. Donc, puisque les By, sont deux-a-deux disjoints :

e( U Ak> - e( U Bk) =Y uB) <Y oA,

k=1 k=1 =

k=1 k=1

2) Montrons maintenant que £ est o-additive.
Pour cela, comme ci-dessus, en raisonnant sur chaque intervalle de la dé-
composition minimale des éléments de A, il suffit de montrer que si I est un

12



intervalle qui s’écrit comme réunion d’une suite d’intervalles I,,, n > 1, deux-a-
deux disjoints, alors:

“+oo
01 =Y UI,).

Remarque. Ici, il n’est plus possible de ranger les I, en ordre croissant. Par
exemple, si:

0<ar<ap<--<a,<---<1/2 avec lirJraTapzl/2
p—+o0

1>b; >by>-->by;>--->1/2 avec limlb, =1/2,
q—+oo

on a (faire un dessin):

[0,1] = ( U [ap,ap+1[) u{1/2}u ( U] bq+1abq])a

p=1 g>1

c’est-a-dire qu’en posant, pour p > 1:

L ={1/2}; Inp=lap,aps1l;  Iopy1 =] bpi1,by],

0,1 = In;

n>1

on a:

mais il n’existe aucune permutation w: {1,2,...} — {1,2,...} telle que:
sup I‘n’(n) < inf Iﬂ(n+1)
pour tout n > 1.

Suite de la preuve. 1¢" cas: [ est fini.
Appelons a et b ses extrémités (—oo < a < b < +00).
e Pour tout N > 1, on a, puisque les I,, sont deux-a-deux disjoints :

N N
Zé([n) - e( U In) < ().

n=1

Par conséquent :
—+o0

> U, <o)

n=1

e Réciproquement, étant donné que l'on peut supposer a < b (car sinon
£(I) = 0 et l'inégalité ci-dessus est automatiquement une égalité), choisissons
un € > 0 tel que € < b — a, et considérons 'intervalle compact

[a+e/4,b—e/4] =[d,b] C I

On a:

13



ol a, et b, (a, < by,) sont les extrémités de I,,.
Ainsi, si 'on pose a/, = a, —&/2" "2 et b}, = b, +¢/2""2 on a:

@67 € (J i, b

n=1

L’intervalle [a,b'] étant compact, le Théoréme de Borel-Lebesgue (!) (il a
été énoncé par Borel en 1895, justement pour démontrer la o-additivité de )
dit qu’il existe une partie finie F' de {1,2,...} telle que:

[, 6] € (a0,

neF
Alors:
v —a' <o (JJan00) < D0 —an) = D (bw—an) + Y o
ner ner neFr neFr
<Y n—a) + Y gy = D ) + 5
n>1 n=1 n>=1

Comme V' — o’ = (b—a) — £/2, cela donne:

() =b-a<d I,

n>1

(1) =b—a< > UI),

n>1

d’ou:

en faisant tendre € vers 0.
2°™€ cas: [ est infini. Alors, pour tout M > 0, il existe un entier N > 1 tel que

UIN[-N,NJ]) > M.

Comme IN[—N, N] est fini et est la réunion disjointe des intervalles I,,N[—N, N],
on obtient, en utilisant le 1" cas:

M < (IN[- =Y UI,N[-N,NJ) < (I,

n>1 n>1

Donc
n>1

et cela termine la preuve. O

Remarque. Pour voir que la compacité des intervalles fermés bornés de R est
essentielle, notons que sur 'algébre de parties de QQ engendrée par les intervalles
de Q, la longueur ¢ n’est plus o-additive; en effet, on peut écrire, puisque Q
est dénombrable, l'intervalle I = [0,1] N Q comme I = | J, o I, avec I, = {r};
pourtant £(I,) = 0 pour tout r € I et donc ) ., ¢(I,) =0<1=L(]).

14



4 Propriétés de la mesure de Lebesgue sur R.

Par définition de ¢, tout intervalle réduit & un point est de longueur nulle;
il en résulte donc immédiatement que:

Proposition 17 Tout ensemble dénombrable D de R posséde une mesure de
Lebesgue nulle : A\(D) = 0.

En particulier, A(Q) = 0. Par contre, il y a des ensembles boréliens non
dénombrables de mesure nulle. Par exemple, I’ensemble de triadique Cantor

K= ﬂKn

n=0

avec Ko = [0,1] et, pour tout entier n > 0:

1

Ko = (5

1
Kn) U (g (K + 2)).
En effet, K, est la réunion disjointe de 2™ intervalles de longueur 1/3™; donc
MEK) < AMK,) = UK,) = 2"/3™, ce qui entraine A(K) = 0. D’autre part,

K n’est pas dénombrable car il contient tous les nombres Zzz 2:;1—”" lorsque

(an)n>1 parcourt {0, 1}N" (K est en fait est égal a I'ensemble de ces nombres).

La mesure de Lebesgue posséde une importante propriété, qui la caractérise,
d’ailleurs (si on précise que la mesure de l'intervalle [0,1] doit étre égale a 1):
elle est invariante par translation.

Théoréme 18 La mesure de Lebesgue A est invariante par translation.

Dire que A est invariante par translation signifie que pour tout o € R, on a:
A(B+ a) = A(B)

pour tout borélien B de R. Autrement dit, si 0,: 2 € R — z — «a € R est la
translation (& gauche) par «, cela signifie que 6,(\) = A.

Preuve. Cela résulte de I'unicité donnée dans le Théoréme 16, puisque §(\) et
A sont égales:

(0a(N)(a, b)) = A0 (a, b)) = A(a + a,b+al) = (b+a) - (a+a)
=b—a=X\]a,b[)

sur Sy = {]a,b[; —oo < a < b < +o0}. O

De la méme fagon, on a:
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Proposition 19 La mesure de Lebesgue est invariante par symétrie.

Cela signifie que A(—B) = A(B) pour tout borélien B, ou encore que, si s
est la symétrie s: x € R — —x € R, alors s(A) = A.

On peut préciser la construction de la mesure extérieure construite a partir
de /.

Proposition 20 La mesure extérieure \* construite sur R & partir de £ vérifie :

n>1 n>=1

A*(X) = inf { Z £(I,); I, intervalle ouvert et X C U In}
pour tout X C R.

Preuve. Par définition,

A (X) :inf{ZE(An); Ane Ay, xC An}.

n>1 n>1

Comme ¢ est additive et que tout élément de Ay s’écrit comme réunion finie
d’intervalles deux-a-deux disjoints, on a aussi:

)\*(X):inf{ZE(In); Les, xc|J In}.

n>1 n>1

Mais, pour tout € > 0, si A C Un>1 I, il existe, tout n > 1, un intervalle ouvert
Jn 2 I, tel que ¢(I,,) +¢/2™ < £(J,) ; donc

A*(X) < inf { ZE(J,,); J,, intervalle ouvert, X C U Jn} +e.

n>1 n=1

D’ou le résultat, puisque € > 0 est arbitraire. O

Proposition 21 Soit X une partie de R telle que \*(X) < +oo. Alors:
1) pour tout € > 0, il existe un ouvert Q). tel que

XCQ et AQ) <N(X)+e;

2) il existe un G5 (c’est-a-dire une intersection dénombrable d’ouverts) G
tel que X C G et A(G) = A*(A).
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Preuve. 1) Par la Proposition 20, pour tout ¢ > 0, il existe des intervalles
ouverts I,, tels que X C Un>1 I, et Zn>1 UI,) < M (X)+e. Alors Q. = Un>1
est un ouvert contenant X et

AQ) <D UI) S N(X) +e.

n=1

2) Appliquons, pour tout k > 1le 1) avec € = 1/k. Alors G = (€2, /;, est un
Gs contenant X et pour tout k& > 1: AM(G) < Ay, < A (X)) < 1/k, de sorte
que A(G) < A*(X). Comme X C G, on a aussi \*(X) < M*(G) = AG), d'ou
I’égalité. O

Corollaire 22 Une partie N de R est négligeable pour la mesure de Lebesgue
si et seulement si A*(N) = 0.

Preuve. En effet, si IV est A-négligeable, il existe un borélien A O N tel que
A(A) =0; alors A*(N) < A\*(A4) = AM(A) = 0, d’ott A*(N) = 0. Réciproquement,
si A*(N) = 0, alors le 2) de la proposition précédente montre que N est A-
négligeable. O

Remarque. Il en résulte qu’'une partie N de R est négligeable pour la mesure
de Lebesgue si et seulement si pour tout € > 0, on peut la recouvrir par une
suite d’intervalles ouverts dont la somme des longueurs est inférieure ou égale a
€.

La Proposition 21 exprime une propriété de régularité de la mesure de Le-
besgue. On peut préciser cela de la fagon suivante.

Théoréme 23 (régularité extérieure de la mesure de Lebesgue) Pour
tout borélien B de R, on a:

A(B) = inf{\(Q); Q soit ouvert et B C Q}.

Preuve. Cela résulte immediatement de la Proposition précédente si A(B) <
+00, et c’est évident si A(B) = +oo, puisqu’alors on a forcément A(Q2) = 400
pour tout ouvert Q2 O B. O

Proposition 24 Pour tout borélien B de R, et tout € > 0, il existe un ouvert
Q. et un fermé F tels que

F.CBCQ. et MQU\F.)<e
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Preuve. Il suffit de montrer que I’on peut trouver un ouvert €2, et un fermé F,
tels que F, € B C Q. et A(Q\B) <¢e/2et A(B\ F.) <¢g/2,car Q. \ F. =
(Q:\B)U(B\ F.) et donc A\(Q: \ F) < A(2: \ B) + A(B\ Fy).

Pour cela, il suffit en fait de montrer que pour tout borélien A et tout € > 0,
il existe un ouvert U, tel que A C U, et A(U: \ A) < /2, car en appliquant ceci
au borélien A = B¢, le fermé F. = U¢ vérifiera F. C B et B\ F. = U, \ B¢,
donc A(B\ F;) = A(U. \ B°) < ¢/2.

Mais, lorsque A\(A) < 400, la Proposition 21 dit qu’il existe un ouvert
contenant A tel que A(Q:) < A(A) + /2. Comme alors A(2) < 400, on a
AQNA) = AQ) —A(A4) <e/2.

Lorsque A\(A) = +00, ce qui précéde, appliqué & A, = AN[—n,n] au lieu de
A et ae/2™ au lieu de e, donne un ouvert €2, contenant A,, tel que A(2,,\ 4,) <
/2", Alors l'ouvert Q = J, 5, Q, contient A et

A\ A) <A@\ 40) < 3 M@0\ An) < /2
n>1 n=1
Cela termine la preuve. O

Théoréme 25 (régularité intérieure de la mesure de Lebesgue) Pour
tout borélien B de R, on a:

A(B) = sup{A(K); K soit compact et K C B}.
Preuve. D’aprés la proposition précédente, on a:
A(B) = sup{A(F); F soit fermé et F C B}.

Alors K, = F N [—n,n] est compact et contenu dans B et A(F) = lim| K, ;

n—-+4oo
cela donne le résultat. O

5 Mesure de Lebesgue sur R¢.

Une fagon de construire la mesure de Lebesgue A4 sur (Rd, Bor(Rd)) est de
la définir comme la mesure-produit A ® --- @ A (d fois).

On peut aussi la construire directement, comme on I’a fait pour A sur R.

On considére 'ensemble P des pavés (rectangles pour d = 2) de R?, c’est-a-
dire les produits

P= H I =1 x...x Iy

1<k<d

d’intervalles I, de R.
Le volume (aire pour d = 2) d’un tel pavé (rectangle) est défini par:

va(P)= [ ¢

1<k<d
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On considére alors I'algébre A, des réunions finies d’éléments de P, et on pro-
longe vg & Ag. On montre ensuite, comme dans le Théoréme 15, que vq est une
mesure positive o-finie sur (Rd, Bor(Rd)). L’unique prolongemment \; de vg &
Bor(R%) obtenu par le Théoréme de prolongement de Hahn est la mesure de
Lebesgue \g sur R?, et elle est égale & la mesure-produit A ® --- ® A (d fois).
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