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1 Fonctions continues.

Soit f: R — C une fonction continue de période 1. Pour tout n € Z, on
définit le coefficient de Fourier de f en n par:

1
foy = [ seyeent

La série de Fourier de f est la série de fonctions:
Z f(’fl) e27rint.
neEZ

La somme partielle d’ordre n est :

n

(Snf)(@) =Y fk)e?m*e

k=—n

On a:

CHEEDS ( /0 ek dt) G2k

k=—n

= /01 £(t) { Zn: eW’“(tz)] dt

k=—n
n

= /;_1 flz—v) [ > e%“‘”} (—dv)

k=—n

1
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avec:

Ainsi:

(Suf) () = / £z — v) Do(v) do

Définition 1 D,, s’appelle le noyau de Dirichlet d’ordre n.

Lemme 2

sin (2n + 1)7v)
Dy (v) = sin(mv)
2n+1 siv € Z.

siveR\Z,

Preuve. C’est la somme des termes d’une suite géométrique. Pour v ¢ Z, on a
donc:
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(U) € e2miv _ |
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 2isin ((2n+ 1)mv)
B 2i sin(mv)
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En général (S, f)n>1 ne converge pas vers f. Plus précisément, du Bois-
Reymond a construit en 1875 une fonction continue f, de période 1, telle que,
pour aucun z € R, la suite ((S,f(z)), ., ne soit convergente. On peut néan-
moins rendre la suite convergente si ’on Tait des hypothéses supplémentaires sur
f. Par exemple:

Théoréme 3 (Théoréme de Dirichlet) Si f est dérivable sur R, de période
1, alors:

(Vz € R) (Snf)(@) — f(x).

n—-—+o00

Preuve. Remarquons d’abord que:

(VneZ) /01 D, (v)dv =1.

En effet :

/0 Dn(v)dv:/o 1(—0) Da(o)dv = (S,1)(0) = 3 (k) =1,



car:

1 .
o . —omikt . 1 S1 ]f = O
][(k)—/ol.e dt—{o Gk £0.
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Donc:

et
(Suf)(@) — f(z) = / [F(@ —v) — f(x)] Do) dv
= /1 [f(x —v - fl@) v } [(2n + 1)7v] do.
0

v sin(7v)

Comme f est dérivable sur R, on a:

e @) v
34) v sin(7v) @)

la fonction g, définie par:

fla—v)—f@) v ;
gx('U) — { v sin(mv) SLv # 0,

—rf'(x) siv=0

est donc continue sur R, et de période 1.

11 suffit donc de montrer :

Théoréme 4 (Lemme de Riemann-Lebesgue) Pour toute fonction conti-
nue g: R — C de période 1, on a:

1
/ g(v)sin(nmv)dv — 0.
0

n—-+o0o

Preuve. g est uniformément continue sur [0, 1]. Donc si l’on se donne £ > 0, il
existe 6 > 0 tel que:

o —2'<6 = |g(x) —g()| <e.
Soit :
O=2p<z1 < <Ny <2ZN41=1
une subdivision de [0, 1] telle que maxogj<n (241 — ;) < 4.
La fonction en escalier ¢: [0,1] — C valant g(z;) pour z; < = < xj41 (et

o(1) = g(1)) veérifie:

sup [g(z) — p(2)| < e
0<z<1

Donc:

‘/01 g(v) sin(nmv) dv — /01 o(v) sin(nmv) dv| < /01 19(v) — p(v)] dv < <.




Comme::

i1 . 1 2
i . ) ) < =
’/mj sin(nmv) dv ‘mr [cos(nmx;) — cos(nmxjiq1)]| < —
on a:
1
/ o(v) sin(nmv)dv — 0,
0 n—-+oo
et donc:

/0 (o) sin(nm) do

< 2 pour n = ne. U

Si 'on veut approcher toutes les fonctions continues de période 1, il faut
remplacer S, f par une autre expression. Il s’agit de faire des moyennes de
Cesaro de S, f.

Définition 5 On appelle noyau de Fejér d’ordre n la fonction définie par:

_ Do(v)+Di(v)+---4+Dp(v) 1
Fo(v) = = 1n+1 = n+1kz=;)Dk(U)

La n'**™¢ somme de Fejér de la fonction continue f: R — C de période 1 est:

1
(Fof) () = / f(& — v) Fa(v) do

Comme fol D,,(v)dv =1 pour tout n € Z, on a aussi:

1
/ F,(v)dv =1, Vn € Z.
0
La supériorité de F,, sur D,, est que l'on a:
Proposition 6 F,(v) 20|, YveR,VneZ.

Preuve. Pour v € Z, c’est clair: Dy (v) = 2k + 1.
Pour v ¢ Z, on a:

n

> " sin[(2k + 1)mo).

k=0

1 1
n + 1 sin(7mv)

Fn(v) =

2sin[(2k + 1)7v] sin(mv) = cos(2kmv) — cos[(2(k + 1)mv];



donc:

- 1
Z sin[(2k 4+ 1)mv] = sin(r0) (1 —cos[2(n + 1)7rv])
k=0
1
=——— x2sin’(n+1
Sein(r0) x 2sin®(n 4+ 1)7v,
et:
(o) = 1 sin(?z + Do\ 7
n+1 sin(7v)
ce qui prouve le résultat annoncé. O

On peut alors montrer le:

Théoréme 7 (Théoréme de Fejér (1905)) Pour toute fonction continue
f: R — C de période 1, on a:

F.f — f uniformément sur R.
n—-+400

Preuve. Soit € > 0.
Comme f est continue et périodique, elle est uniformément continue sur R:

F0>0) |z-2<d = |[f(x)-f@@)<e/2.

Comme on peut diminuer § sans changer 'implication ci-dessus, on peut sup-
poser § < 1/2.
Notons que:

(EJX@—f@ﬂ=A[ﬂx—w—f@HEMOM

1/2
_ /‘[ﬂm—w—fu»&www

périodicité _1/2

‘/%ﬂx‘W—f@Hﬂmam

-0

e D’autre part, si M = sup,cp |f(v)], on a:

1/2
<2M F,(v)dv
5

oM (Y2 2M

X - C(S g
n+1J; sin*(mv) n+1 ©)

‘ /51/2[f (z —v) = f(2)] Fu(v) dv

W |



pour n = neg.
De méme, en augmentant au besoin n., on a, pour n > ng :

’ /1; [ —v) = f(@)] Fa(v) do| <

w1 o

o Il en résulte que:
|(Fnf)(z) — f(z)| <e pourn > n,.,
ce qu’il fallait démontrer. 0

Définition 8 On appelle polyndme trigonométrique toute combinaison linéaire
finie des fonctions e, n € Z, définies par:

en(t) =e®™" t e R.

Tout polynéme trigonométrique P s’écrit donc:
N
P(t) = Z cy 2™kt
k=—N

Si P s’écrit ainsi, on a P(n) = 0 pour |n| > N, et on dit que le polynéme
trigonométrique P est de degré < N.

Les sommes de Fejér F,, f sont des polyndémes trigonométriques. On notera
que F, f est de degré < n.
Le Théoréme de Fejér entraine donc en particulier que:

Corollaire 9 Toute fonction f: R — C continue et de période 1 est limite
uniforme d’une suite de polynémes trigonométriques.

2 Fonctions intégrables.

Comme [e?™"!| = 1, on peut définir:

1
f(n):/o f@yermtar |, nel,

pour toute f € .£1(]0,1[).

On a: ||f(n)| < ||f|l1 | pour tout n € Z, et:

Théoréme 10 (Lemme de Riemann-Lebesgue) Pour toute fonction inté-
grable f € £1(]0,1]), on a:

fn) —
|n|—+4o00



Preuve. Soit € > 0.

Il existe g € 2(]0,1]) telle que ||f — g|l1 < &/2.

Comme supp (g) est compact et contenu dans 0, 1], la distance d de supp (g)
au complémentaire (fermé) de ]0, 1] est > 0, et supp (g) C [d, 1 —d]. La fonction
g est donc nulle sur ]0, ] et sur [L—r, 1], et on peut la prolonger d’abord sur [0, 1]
en posant g(0) = g(1) = 0, puis en une fonction continue g: R — C continue de
période 1. Alors:

Frg — ¢ uniformément sur R;
k—-+oo

il existe donc un entier N. > 1 tel que:

1
k>N =>Hﬂwwm=/K&m®—ﬂmﬁ
0

€
<sup |(Frg)(t) — g0l < 5 -
teR
Alors, pour |n| > N. +1:
[f()] = f(n) = (Fn.9)(n)| < |If = Fx.glh
e €
<If=gli+llg—Frngli <5+ =e m

2 2

Comme X(]0,1[) = 1 < +o0, on a .22(]0,1[) € £'(]0,1]); donc f(n) est
défini pour toute fonction f € £2(]0,1[). Mais L2(]0,1[) est un espace de
Hilbert, et 'on peut donc exploiter les propriétés particuliéres des espaces de
Hilbert.

En particulier, on a:

Théoréme 11 Dans L2(]0,1[), (en)nez est une base orthonormée.

Remarque. Cela signifie que pour toute f € .£2(]0,1]), on a:
Snf — 0.
180~ flla, —_

Pour simplifier I’écriture, on ne met plus de point au dessus de la fonction
pour désigner sa classe d’équivalence presque partout ; on note donc de la méme
fagon les fonctions et leur classe déquivalence presque partout.

On en déduit donc, puisque:

uww=lfwa®m=ﬂm



le résultat suivant :

Corollaire 12 (Formule de Parseval) Pour toute f € £2(]0,1[), on a:

znﬂmﬁzlwﬂm%u

neZ

Preuve du Théoréme 11. 1) On a:

! ! 2mi(n—k)t 1 sin=k
/Oen(t)ek(t)dt:/o e dt—{ 0 sink

donc (e, )nez est un systéme orthonormeé.

2) Pour voir que c’est une base orthonormée, il faut montrer que lespace
vectoriel engendré par les e,, n € Z, c’est-a-dire ’ensemble des polynoémes
trigonométriques, est dense dans L?(]0,1[). Or voir cela revient a voir que si
g € £2(]0,1]) est telle que:

(9len) =0, VneZ,

alors g = 0 (presque partout).

Mais si g L e, pour tout n € Z, alors g est orthogonale a tous les polynémes
trigonomeétriques ; en particulier, pour toute f € J£(]0,1[) (prolongée en fonc-
tion continue sur R de période 1), on a:

gL F.f, VneN.

Mais:

anf—fH§=/0 I(an)(v)—f(v)Ide<32£|(an)(v)—f(v)|2 — 03

n—-+o0o

donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

«AEwMﬂwﬂ%ﬂ@”“

<ol IF = Fuflle — 0.

‘[fmwﬂmm

Il en résulte que (g | f) = 0, et ceci pour toute f € £ (]0,1[).
Comme 7 (]0,1[) est dense dans L?(]0,1[), on obtient g = 0, c’est-a-dire
g = 0 presque partout. O

Corollaire 13 Si f: R — C est contindment dérivable sur R, de période 1,
alors la suite (Spf)n>0 converge normalement vers f. En d’autres termes, la
série de Fourier de f converge normalement vers f.




Preuve. En intégrant par parties, on trouve, pour n # 0:

1 —2mint 1 1
f(’fl) — A f(t) ef2wint dt = |:f(t) e 2 t:| n 1 /0 f/(t) e—2ﬂ'int dt

—2min o 2min
1 ~
= "(n).
Qﬂinf( )

Comme f est continue, on a f" € £2(]0,1[); donc >°, o, |f'(n)|2 < +o0; dot,
en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les séries:

ST IF )]+ [2minf'(n)]

nez n#0
p -~ / /
<O+ (SIF0P) (X o) <t O
n#0 n#0

Remarque. La formule de Parseval dit que la transformation de Fourier,
définie par .Z f = f pour f € £2(]0,1[), envoie L2(]0,1[) dans £5(Z), et que
c’est une isométrie. On a, en particulier: si f € .£2(]0,1]), et si f(n) = 0 pour
tout n € Z, alors f = 0 presque partout.

On remarquera aussi que, réciproquement, pour toute suite (¢, )nez € €2(Z),
la formule de Parseval dit que la suite (Zk 2””’5)

n=

L2(]0,1]): il existe f € £2(]0,1]) telle que:

_pCn€ converge dans

k>0

k
H E Cn eZ‘n’znt o f” 0
2 k—+4oo
n=—k

(grace au fait que L2(]0,1[) est complet), et que f(n) = ¢, pour tout n € Z.
Cela signifie que % est surjective: c’est un isomorphisme isométrique de
L?(]0,1]) sur ¢5(Z) (Théoréme de Riesz-Fisher [1907]).



