Master2 de Mathématiques
P. Lefevre

Exercices - feuille 1

Exercice 1 Soit f:R — C une fonction de période 27 intégrable sur [—7, 7].
1) a) On pose ¢,(t) = f(z +1t) + f(x —t) — 2f () et ®.(t) = [i |¢o(u)| du. Montrer que si
x est un point de Lebesgue de f, alors ®,(t)/t — 0.
t—0

b) En déduire que, pour ces z:

1 T O, (t
// ()dt—>0.
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2) Soit:
D) zn: e sin(n+ )t
n\l) = € = T\
i sin(t/2)

le noyau de Dirichlet d’ordre n.
Vérifier que I'on peut écrire D,,(t) = 2382 + ), (1), o:
1 2

n(t) = cos(nt) + (tan(t/Q) - Z) sin(nt)

est uniformément bornée sur [—m, 7], par une constante C' > 0 ne dépendant pas de n.
3) On pose:
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Montrer que:
sin nt
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4) En déduire qu'’il existe une constante C; > 0 (dépendant de f et de z) telle que:

sin nt
t
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5) En écrivant:
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en déduire que:
Suf@)
—
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en tout point de Lebesgue x de f.



Exercice 2 Non réflexivité de H'. Soit J I'injection canonique de X = C(T)/Ay (qui est
prédual de H') dans son bidual X**. Soit f(e*™) = (1 —2t) € L=(T), ou ¢t € [0, 1].

1) On suppose que J est surjective. Montrer qu'il existe g dans C(T) tel que g(0) = 0 et
g(n) = ﬁ pour n > 1. Aboutir & une contradiction (on rappelle le résultat classique que 'on

N .
pourra justifier : pour toute fonction continue A, || X h(n)e,||, = o(log NV)).
n=0

2) Conclure que X donc H! n’est pas réflexif.

Exercice 3 On veut montrer que H* n’est pas complémenté dans L>°(T). On suppose
qu’il existe une projection continue 7w de L*(T) sur H*. Soit f un polynome trigonométrique
et h € LY(T), on pose

Qs(h) = [ w(F-0) % hu(0)dt = 3 flmh(m)(en) ()

neN

a) Vérifier que les deux expressions ci-dessus sont bien définies et égales.

b) En déduire que I'on définit ainsi une application continue de ’ensemble des polynomes
trigonométriques, muni de la norme sup, dans le dual de LY(T) : f — Q.

c) Justifier que pour tout polynome trigonométrique f, il existe Fy € L>(T) tel que :

[Fflloo < I7ll[[flloo €t YR € LYT), Qf(h) = Fy * h(0).

d) En déduire que pour tout polynome trigonométrique f, ona || 3 f(n)enlloo < [|7]-]1]lso-
n>0

¢) Aboutir & une contradiction (on pourra utiliser la fonction f de I'exo 2.).

Exercice 4 Soit T un opérateur de X* dans Y.

1) On suppose que 7' = S* ou S : Y — X. Montrer que 7" est continu de (X*, o(X*, X))
dans (Y*,0(Y*,Y)).

2)a) Justifier que 'espace de toutes les formes linéaires continues sur X* pour la topologie
préfaible est jx(X) ~ X.

b) On suppose que 7" est continu de (X*, o(X*, X)) dans (Y*,0(Y™*,Y)). Déduire du a. que
T=5ous:Y—X.

Exercice 5 Soit T un opérateur de X dans Y.

1) On suppose que T est faiblement compact. Montrer que T**(X**) C jy(Y). Ind. :
Davis-Figiel-Johnson-Petczyniski.

2) On suppose que T**(X**) C jy(Y). Justifier que T**(Bx++) est préfaiblement compacte
dans Y**. En déduire que T'(Bx) est faiblement compacte et que T est faiblement compact.



Exercice 6 1) Soit G un semi-groupe (la loi est notée multiplicativement). Une moyenne
invariante a gauche sur G est une forme linéaire M sur *°(G) vérifiant :

) M(1) =1 ii) M(f) > 0 pour f >0 iii) M(f,) = M(f) pour tout g € G, ou
fo(t) = f(gt).

On remarquera que alors M est continue avec ||M| = 1 (justifier). Dans la suite G est
supposé étre un groupe abélien. On va justifier I'existence de telles moyennes pour G. Soit
W = {p € ((%(G))"| ¢ > 0 et (1) = 1}.

a) Montrer que W est convexe et compact pour la topologie préfaible sur (£>°(G))*.

G agit sur W par ¢ — 7,(¢p) avec 17,(p)(f) = @(f,), ou f € {=(G).

b) Vérifier que 7, : W — W est bien définie et continue.

c¢) Montrer que pour tout g € G, 'ensemble F, des points fixes de 7, est non vide, convexe
et compact.

d) Montrer que F, N K est non vide pour tout g € G et tout compact convexe K, invariant

par 7,. En déduire que ﬂ F, est non vide et conclure.
geG
2) D’apres le 1., il existe une moyenne invariante M sur le tore T. Montrer que si f est

continue sur T, alors M(f) = f(0).

Exercice 7 1) Soit T : L*([0,1]) — C([0,1]) défini par T(f)(z) = /Ox f(t)dt. Montrer

que T n’est pas faiblement compact. Indication : considérer la suite des noyaux de Fejer.
Supposons que 7' est w-compact. En introduisant la fonction f de Iexercice 2 (on remarquera
que T' s’exprime en terme de convolution a ’aide de la fonction f), obtenir que cette fonction
serait égale presque partout a une fonction continue. N

2) Soit T : L2([0,1]) — C([0,1]) défini par T(f)(x) = /0 F()dt.

a) Montrer que T est compact (penser a Ascoli).

b) Montrer que 7" n’est pas p-sommant (et ce pour tout p > 1) : on pourra utiliser les fonc-
tions (particulieres du systeme de Haar), égales a 2" sur [0, 2.4~ FD[ & —2" sur [2.4~ "+ 477]
et nulles ailleurs (on pourra remarquer que cela forme une famille orthonormale de L?). (pour
cette question, attendre d’avoir fait le chapitre correspondant)



