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CALCULUS 1 - Examen session 1

Eléments de correction

1
Exercice 1. (a) Les racines du polynéme 4z® + 3z — 1 sont —1 et 7 En effet, on peut soit

passer par le discriminant qui vaut 25, soit on constate que —1 est racine puis que le produit des
racines vaut 1

Ainsi ’ensemble des solutions est | — oo, —1[uU]1/4, +oo|.

(b) Comme d’habitude (cf cours/TD): on traduit la question: pour tout z € R:

P9+&V—Q<3ﬁ e 302 <2?432—-1<322 — 0<2%—3x+1let 0<dz?+32—1.

La seconde inéquation a été traitée au (a).

Quant a la seconde: les racines du polynome 2z* — 3z + 1 sont 1 et L En effet, on peut soit
passer par le discriminant qui vaut 1, soit on constate que 1 est racine puis que le produit des
racines vaut 3’ Ainsi 0 < 22 — 3z + 1 si et seulement x appartient & | — o0, 1/2[U]1, +ool.

Pour synthétiser, 'ensemble des solutions cherché est (]—oo, 1/2[U]1, +oo[)n(]—o0, —1[U]1/4, +0]).
Finalement 1’ensemble des solution est

|- ao]glv]nee]

Exercice 2. On fait comme d’habitude... Pour z € R.

2x+%=x+%m ot keZ
sin (2954—%) =sin(z) < { OU
23:+%=7r—:r~|—2k:7r ou keZ

x=—%+2k7r ou keZ

2k
L SL’:%—FTW ou keZ

2k
Finalement 1’ensemble des solutions est { — % + 2km| ke Z} v {% + ?ﬂ | ke Z}.



Exercice 3. On considére f(x) =1In <1 + (sin(z ))2>

a) On rappelle que la fonction sin est %" sur R donc son carré aussi. Pour tout réel z, on
al-+ (sin(:z:’))2 > 1 > 0 donc comme In est définie (et méme de classe €') sur R**, la fonction
f est bien définie sur R. D’aprés le théoréme de régularité automatique du cours, ou simplement
d’aprés argument donné juste avant, f est de classe €' sur R.

Pour tout x € R,
2 cos(z) sin(z sin(2x)

1+ (sm( ))2 1+ (Sln( ))2
b) Ona f(5) =mn(1+1/2) =1n (g) et /(%) = ﬁ - ;

s
L’équation de la tangente au point d’abscisse 1 a la courbe de représentative de f est donc

r-3(x-9 en()

2 s 3
y=-=:x_1I 1(-).
54 75 T3

| sin(2x)|

1+ (sin(m))2

Or |sin(2z)| < 1 d’une part et 1 + (sin(z ))2 > 1 d’autre part. Ainsi |f'(z)] < 1.

f'(x) =

ou encore

¢) Pour tout z € R, on a | f'(z)| = car le dénominateur est strictement positif.

Pour tous réels b > a, on applique I'inégalité des accroissements finis & f entre a et b. La
fonction est dérivable sur R et la dérivée est majorée par 1 donc

f(b) ~ f(a) < sup |f'@)Jb—a| <[b—al=b—a.

z€[a,b]
En réarrangeant (propriété de In), on obtient

1+ (sin(b))2>
| —2 ) fb)— fla) <b—a.
<1+ (sin(a)) fb) = fla)

Exercice 4.
52922 — 242023 1 2004

La fonction z — 5003 — 7202 est une fraction rationnelle donc la limite en I'infini
est la limite du quotient des termes de plus haut degré (cf cours). Ainsi
532022 — 2,202 + 2004 —2x%92 2
B PP R e e B

D’apres le cours sur les croissances comparées:

1 1 ]_
li — 1)2022 ] —1)= 1l $2022 | = I t —— )
; ir% (x )2022 In(x ) t _1)%1+ 222 In(t) = 0 car 'exposan 5050 >0



Pour tout x € R*, on a ‘cos ( )‘ 1 donc

1
‘ x cos(—)’é«/]x|—>0 quand z — 0 .
x

1
Ainsi lim 4/|x]| cos (—) =0.
x—0 €x
Exercice 5.

Toutes les intégrales sont bien définies: ce sont des intégrales d’un fonction
continue sur un segment.

(i)

fo \”/xlﬁ dr = fo (z + 1)7% dr = [Z(JH— 1)§]O %(25 _ 1)
J; tan(z) de = [ —In| cos(x)’] %111(2) (ef cours) .

Comme vu en cours et en TD, on fait une intégration par parties et on obtient

Jo xcos(z) de = [x sin(x)] 3 - Jog sin(x) dx = ﬁg + [cos(x)] % = ( - 1).

(ii) Comme vu en cours et en TD, on effectue les trois étapes

On constate que t = Va3 — 1 = z = V2 + 1.

V2 ! s 2 s 2 (!

J x5.\/m3—1da:=f (t2+1)§.t.§(t2+1)‘§ dtzgf

1 0

On développe t*(t* + 1) = t* + * et on obtient

Y2 5 3]*
£ 16
5 V2d —1dx = L ——
fl e 3[5+3L 45

w3

2t + 1) dt .
0



