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EXAMEN 1 — Eléments de correction

Espaces Vectoriels Normés et Topologie

Exercice 1
1) a) Il suffit décrire ce qu’il se passe. Pour m > 1, d’une part v™ est dans ¢

(termes nuls a partir de m + 1 donc converge vers 0 trivialement) et d’autre part on a par
définition
), = sup
n>m

or u € ¢p donc lim wu, =0 ainsi lim sup |u,| = 0.
n—+00 M40 1o,

Pour détailler: pour tout € > 0, il existe Ny € N tel que, pour tout n > Ny, on a
lu,| < e. Ainsi pour m = Ny, tous les n > m vérifient n > Ny donc |u,| < & donc

sup |uy,| < e.
n>m

A fortiori Hv(m) — uHOO <e.

b) En fait la remarque du début du 1.a. justifie que, pour tout m > 1, la suite o™
est dans c¢qgg. Par ailleurs la question précédente établit que toute suite de c¢q est limite
d’une suite de coy < ¢g. D’aprés le critére séquentiel du cours, cog est donc dense dans
(cos |+ [lo0)-

2) cf TD (remplacer 2 par 3).

Exercice 2
cf TD

Exercice 3

1) cf TD

2) L’application qui a P € F associe P(2) € R est clairement définie et linéaire. Comme
E est de dimension finie (d + 1), cette application est continue. La caractérisation des
applications linéaires continues donne le résultat.

Alternative: si on voulait utiliser le théoréme d’équivalence des normes en dimension
finie, on pouvait le faire:

Par exemple, on considére la norme N(P) = sup{|P(¢)|; t € [0,2]} pour P € E. On
justifie que c¢’est une norme sur £ (mémes arguments que pour | - |). Comme E est de
dimension finie, les normes | - | et NV sont équivalentes. En particulier, il existe C' > 0
telle que pour tout P € E:

[P(2)] < N(P) < C|P|.



Exercice 4

1)  a) Cf cours.
b) (i) Cf cours.

(i) wy = {z € E| d(z, K1) < d/3} est I'image réciproque de 'ouvert | — o0, d/3[
par l'application continue d(., K) (lipschitzienne - cf 1.a.- donc continue). C’est donc un
ouvert de F.

(iii) De la méme fagon, on définit I'ouvert wo = {z € E| d(z, K5) < d/3}. Ev-
idemment tout z € K vérifie d(z, K1) = 0 donc est dans wy. On a donc K7 < w;. De
méme Ky C wy. Par ailleurs wy nwy = ¢ sinon un = commun vérifierait d(z, Ky) < d/3 et
d(x, K3) < d/3 donc on aurait a; € K et as € K tels que |z —ay| < d/3 et |z—as| < d/3.
Par I'inégalité triangulaire, ||a; — as| < 2d/3 < d contredit la définition de d.

2) a) Soitie {1;2}. Comme F; est un fermé de C, c’est I'intersection de C' et d'un

fermé de E. Mais C est une intersection de compacts, c’est donc un compact de F. Ainsi
F; est un fermé de F, inclus dans un compact: c¢’est un compact. On applique alors le
1.b.(iii).
b) Notons & = E\(w; U ws): c¢’est un fermé de E (complémentaire d'un ouvert).
On sait par hypothése que C' n & = ¢ puisque C' < wy U ws.
Autrement dit ﬂ(C’n N P) = J: c’est une intersection décroissante de compacts qui

neN
est vide donc d’apres le cours, il existe ng > 1 tel que C,,, N ® = .

On a donc Cy,, < wy U wy.

¢) Le fait que C' soit compact est clair depuis de début (nous 'avons d’ailleurs déja
signalé).

Comme C,,, est connexe et que C),, < w; U wy avec des w; disjoints, on a C,, < wq
ou Cy, < wq. Disons C,, < w; pour fixer les idées. Ainsi C' = C,,, < w;. Mais comme
wiNEFy=getC=F nF,onaenfait C =C nw; = Fj.

Ainsi C' est connexe.



