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EXAMEN - session 2
ANALYSE 4

Les calculatrices et les documents sont interdits.
La rédaction sera prise en compte dans la notation.

Cours-Applications. (4,5 points=3+1,5)

1) Donner les développements en série entière des fonctions suivantes et préciser le rayon de
convergence.

(a) sinpxq (b) lnp1� xq

(c) exppx2q (d)
1

p1� xq2
2) Énoncer le théorème de Dirichlet dans le cas d’une fonction (périodique) de classe C 1

par morceaux.

Exercice 1. (2,5 points)

Calculer¼

D

x2 � y2

�
x2 � y2 � 2xy � 1

�2 dxdy où D �
!
px, yq P R2 | x ¥ y ¥ 0 et x2 � y2 ¤ 1

)
.

Exercice 2. (4 points=1,5+2,5)

On se propose dans cet exercice de calculer
¸
n¥0

1

p3nq! �
Pour cela, on introduit

Spxq �
¸
n¥0

x3n

p3nq! �

Comme d’habitude, on note j � e2iπ{3.
a) Calculer 1 � jk � j2k pour tout entier k P N et en déduire le développement en série

entière de ex � ejx � ej
2x.

b) En déduire Spxq, puis la valeur de la somme
¸
n¥0

1

p3nq! �



Exercice 3. (11 points=(1+1,5)+(1+1,5+1,5+3+1) +0,5))
1) Soit f la fonction 2π-périodique définie par fpxq � x pour x Ps � π, πs.

a) Déterminer les coefficients de Fourier de f

b) En déduire que
¸
n¥1

1

n2
� π2

6
�

2) On définit θptq � t lnptq pour t Ps0, 1s et θp0q � 0. On fixe ρ Ps0, 1r.
a) Montrer que la série de fonctions

¸
n¥0

ρntnθptq converge normalement sur r0, 1s.

b) Montrer que
» 1

0

tnθptq dt � � 1

pn� 2q2 pour n P N.

c) En déduire que
» 1

0

θptq
1� ρt

dt � �
�8̧

n�0

ρn

pn� 2q2 �

d) On veut montrer que la fonction r P r0, 1s ÞÝÑ
» 1

0

θptq
1� rt

dt est continue.

(i) Montrer que la fonction r P r0, 1s ÞÝÑ
» 1

0

θptq
1� rt

dt est bien définie.

(ii) Montrer que la fonction r P r0, 1r ÞÝÑ
» 1

0

θptq
1� rt

dt est continue.

(iii) Montrer que pour tout r P r0, 1r, on a
�����
» 1

0

θptq
1� rt

dt�
» 1

0

θptq
1� t

dt

����� ¤
?

1� r

» 1

0

|θptq|
p1� tq3{2 dt.

(iv) Conclure.

e) En déduire que
» 1

0

t lnptq
1� t

dt � �
�8̧

n�0

1

pn� 2q2 �

3) Quelle est la valeur de
» 1

0

t lnptq
1� t

dt ?

2


