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EXAMEN - session 1
ANALYSE 3

Les calculatrices et les documents sont interdits.
La rédaction sera prise en compte dans la notation.

Cours/applications. (9 points=2,5+(1,5+1,5)+(1+1+1,5))

1) Longueur d’une courbe de classe C1.
(i) Définition
(ii) Exprimer la longueur en fonction d’une intégrale.
(iii) Calculer la longueur d’un “tour” de spirale logarithmique :
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2) On définit pour tout ~x � px1, . . . , xdq P Rd (où d ¥ 1) :
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a) Montrer que N est une norme sur Rd.
b) Justifier qu’il existe α ¡ 0 tel que, pour tout px1, . . . , xdq P Rd, on ait
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3) a) Soit Ω un ouvert de Rn. Donner la définition d’une application f : Ω ÝÑ Rm de classe C1.

b) Soient Ω un ouvert de Rn et Ω1 un ouvert de Rm, tous les deux non vides.
(i) Donner la définition d’un C1 difféomorphisme de Ω sur Ω1.
(ii) Justifier que s’il existe un C1 difféomorphisme Ω sur Ω1 alors n � m.

Exercice 1. (5 points=1+1+1+(1+1))

Soient A et B deux parties non vide de Rd (muni d’une norme } � }).
On rappelle que A�B �

 
a� b | a P A , b P B

(
.

1) On suppose ici que A et B sont bornés. Montrer que A�B est borné.
2) On suppose que B est ouvert. Montrer que A�B est ouvert.

(Indication : on pourra considérer un élément a� b de A�B et utiliser en b le caractère ouvert de B).
3) On suppose que A et B sont compacts. Montrer que A�B est compact.
4) On suppose que A est fermé et B est compact.



a) Montrer que A�B est fermé.
(Indication : on pourra considérer une suite

�
xn

�
nPN de A � B convergente vers x P Rd. Écrire xn sous la

forme an � bn et exploiter la compacité de B).
b) On suppose que A et B sont des compacts. Retrouver une preuve de p3q en utilisant les

questions précédentes (sauf p3q bien sûr).

Exercice 2. (5 points=2,5+1+1,5)

Soit f la fonction C1 définie par

R� R�� ÝÑ R
px, yq ÞÝÑ y

�
x2 � pln yq2

	

1) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et d’ordre 2 de f .
2) Quels sont les points critiques ?
3) Déterminer les extrema de f .

Exercice 3. (4 points)

Etudier la courbe définie par l’équation polaire ρ �
1 � 2 cospθq

1 � 2 sinpθq
pour θ P

�
� π{6, 7π{6

�
.

(on ne cherchera pas à préciser le point double)
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